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తొలిపలుకు   

ఈ  పుస్తకం అంకెల గురంచి, స్ంఖ్యల గురంచి. స్ంఖ్యయ జ్ఞానం, స్ంఖ్యయ గణితం నలుగురకీ 
అందుబాటులోకి తీసుకురావాలని చేసిన ప్రయతనం ఇది. అంకెలతోను, స్ంఖ్యలతోను  ఆడుకోవడమే 
ఈ  పుస్తకం ముఖ్యయద్దేశం. గణితంతో కొదిేపాటి పరచయం ఉనన వారకి కూడ అందుబాటులో 
ఉండాలనే గమ్యంతో చేసిన ప్రయతనం ఇది. గణితంలో నిష్ణాతుల ఆక్షేపణలకి గుర కాకూడదనేది కూడ 
ఒక గమ్యమే.  

ఇలా స్ంఖ్యలతో చెలగాటాలు ఆడిన వారలో అగ్రగణ్యయడు శ్రీ శ్రీనివాస్ రామానుజన్! ఈయన మ్న 
అదృష్టం  కొద్ద ేభారతద్దశంలో పుట్టటడు; మ్న దురదృష్టం కొద్ద ేఅతి చినన వయసుులోనే 
స్వరససుతడాడడు. అయన ప్రతిభకి ప్రపంచంలో గురతంపు వచిిన తరువాత పటుటమ్ని అయిద్దళ్లయినా 
బతకలేదు. ఈ అతయలపకాలంలో ఆయన మ్హోననతమైన శిఖ్రాగ్రాలని చేరుకునానడనన విష్యం 
ఆయన మ్రణించి దశాబాలేు గడచిన తరువాత కాని పండితులకే అవగాహన కాలేదు - పామ్రుల 
స్ంగతి స్రేస్ర! రామానుజన్ ప్రతిభని మొట్టమొదట్ గురతంచిన హార్డ ీఅంటారు: “ఒక కొలమానం 
మీద నా ప్రతిభ 25 అయితే, అద్ద కొలమానం మీద నా స్హాధ్యయయి లిటిలువడ్ ప్రతిభ 30 ఉండొచ్చి. 
అద్ద కొలమానం మీద డేవిడ్ హిలబర్టట ప్రతిభ 50 ఉంటుంది, రామానుజన్ ప్రతిభ 100 ఉంటుంది.” 
ఈ జ్ఞబితాలో పేర్కొనన నలుగురు వయకుతలూ గణిత ప్రపంచంలో హేమాహేమీలే!  

ఈ  పుస్తకం రామానుజన్ జీవిత చరత్ర కాదు - అది చాల చోట్ల ఉంది. కొంతవరకు ఇది అయన 
గణితం గురంచి. కొముులు తిరగిన వారు కూడ ఏళ్ల తరబడి శ్రమిస్తతకాని అయన “నోటు పుస్తకాలు” 
లో రాసుకునన “ఫారుులాలు” అరథం చేసుకోలేకపోతునానరు. అయన చేసిన పని మ్నకి అరథం కాదని  
ఎనానళ్ళిలా ఊరుకుంటాం? అందుకని నాకు  తోచిన ప్రయతనం నేను చేస్తను. ఎలా చేస్తను? 
గణితశాస్త్రంలో తారస్పడే కొనిన అంశాలు - నాకు అరథం అయినవి - తీసుకుని వాటిలోల రామానుజన్ 
పాత్ర ఏమిటో స్ందరభం దొరకినపుపడలాల స్థథలంగా పరశీలించేను. ఈ పుస్తకంలో ఉనన ప్రతి  
అధ్యయయం లోనూ  రామానుజన్ కనిపంచకపోవచ్చి. కొనిన అంశాలు రామానుజన్ ముందు కాలంలో 
జరగినవి, కొనిన తరువాత కాలంలో జరగినవి. అందుకనే పుస్తకానికి “రామానుజన్ నుండి ఇటూ, 
అటూ” అని పేరు పెట్టటను.  



రామానుజన్ చేసిన పని అంతా బయటి గణిత ప్రపంచంతో స్ంబంధం లేకుండా తనంత తానుగా 
నిరుంచ్చకునన భవనం. అయన సాధంచిన ఫలితాలలో అకొడకొడ తపుపలు లేకపోలేదు. రామానుజన్ 
ఆవిష్ొరంచిన ఫలితాలు కొనిన గణిత ప్రపంచంలో ఉనన నిష్ణతాులకి అపపటికే  తెలుసు;  కాని ఆ 
విష్యం రామానుజన్ కి తెలియదు. కనుక “ఎవరు ముందు?” అనే ప్రశన ఉదయించినపుపడు ఏ 
గురువు లేకుండా, ఏ పుస్తకాలు లేకుండా తనంత తానుగా నేరుికునన రామానుజన్ కి కొంత ఘనత 
ఇవవక తపపదు. రామానుజన్ ప్రతిభని మ్ర కొంచెం ముందుగా గురతంచి ఆయనకి తగిన శిక్షణ 
ఇపపంచి ఉండుంట్ట అయన ప్రభావం నేటి తరం మీద ఇంకా గటిటగా పడి ఉండేది.  

రామానుజన్ ప్రతిభ గణితంలో అనేక శాఖ్లలో కనిపస్థత ఉంటుంది. వాట్నినటిని స్మ్గ్రంగా 
పరశీలించడానికి ఇది అనువైన స్థలం కాదు. సాథలీపులాక నాయయంలా ఏవో నాలుగు మెతుకులు చిదిమి 
చూపసాతను. ఈ  పుస్తకం చదివిన తరువాత రామానుజన్ చేసిన పని మీద కొంతైనా కుతూహలం 
పుడుతుందనే నా ఆశ. గణితంలో ప్రవేశం ఉనన వారు పుస్తకంలో అధ్యయాడలని ఏ వరుస్ క్రమ్ంలో 
చదివినా పరవా లేదు. గణితంలో కుతూహలం ఉండి నేరుికోవాలనే స్ద్యయజ్ఞత ఆస్కిత ఉననవారు 
మాత్రం నేను అమ్రిన క్రమ్ంలో చదివితే మారసం సుగమ్ం అవుతుంది.  

వేమూర వేంకట్టశవరరావు  

పెలజంట్న్, కేలిఫోరనాడ, 2015 

ముఖ్చిత్రం   

రామానుజన్ మ్రణ శయయ మీద పరుండి కనిపెటిటన “మాక్ తీటా ఫంక్షన్” ని కప్యయట్ర్ట స్హాయంతో 
చిత్రిస్తత ఈ విధంగా ఉంటుంది. త్రిగుణమాత్రకంలో వచేి సైను, కోసైను లా ఇది కూడ ఒక రకమైన 
ఆవరతన లక్షణం ప్రదరశంచడమే కాకుండా వాటి కంటె ఎకుొవ వాయపకతవం కలది కనుక ద్దని 
ఉపయోగం ఆధునిక భౌతిక శాస్త్రంలో ఎకుొవ ఉంటుందని భావిసుతనానరు.  



1. రామానుజన్ స్నేహితులు  
 
గణితంలో ‘నభూతో నభవిష్యతి’ అనిపంచుకునే మహా మేధావి శ్రీనివాస రామానుజన్ (22 
December 1887 – 26 April 1920) లండన్ లో ఉనే రోజులలో, "అంకెలు అతని 
సంగడికాళ్ళు" అన్నేడుట లిటిలుుడ్  అనే పేరుమోసిన మరొక గణిత శాస్త్రవేతత. సంగడికాడు అంటే 
స్నేహితుడు. స్నేహితులతోటీ, బొమమలతోటీ పలలలు ఆడుకునేటేల, రామానుజన్ అంకెలతో 
ఆడుకునేవాడని తాతపర్యం. 

 
 

బొమమ 1.1.  శ్రీనివాస రామానుజన్  
1.1 టేక్సీ సంఖ్యలు  
 
ఒక సారి జబ్బుతో మంచం పటి ిఉనే రామానుజన్  ని చూడటానికి ప్రొఫెసర్ హార్డీ (G. H. Hardy, 
7 February 1877 – 1 December 1947) టేక్సీ చేయంచుకుని వెళ్ళురుట.  ఆ టేక్సీ మీద ఉనే 
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1729 ని చూసి అది "చాల చపపగా ఉనే సంఖ్యలా అనిపంచంది" అన్నేరుట, హార్డీ. "అయ్యయ్యయ! 
అది చపపనైనదేమీ కాదు, చాల ఆసకితకర్మైన సంఖ్య. రండు పూర్ణ సంఖ్యల ఘన్నల మొతతం రండు 
విధాలుగా రాయ్గలిగే సంఖ్యలనిేటిలోను ఇది అతి చనేది" అని ఠకుున సమాధానం ఇచేేరుట, 
రామానుజన్. ఈ గమనికని గణిత పరిభాష్లో చెపపవచుే: 1729 అనే సంఖ్య 1 నీ 12 నీ విడివిడిగా 
ఘనీకరించ ఆ లబ్దాలని కలిపన్న వస్తంది, లేదా 9 నీ 10 నీ విడివిడిగా ఘనీకరించ ఆ లబ్దాలని 
కలిపన్న వస్తంది.  ఇదే విష్యానిే గణిత సమీకర్ణం రూపంలో చెప్పపలంటే ఈ దిగువ చూపన 
బొమమ 1.2 చూడండి. 
 

1729 = 13 + 123  లేదా 1729 = 103 + 93 
అనగా 

1729 = 1*1*1 + 12*12*12  = 10*10*10 + 9*9*9. 
 

బొమమ 1.2. రండు విధాలుగా 1729 ని రాయ్టం ఎలాగో చూపస్తన్నేను. ఇకుడ నక్షత్రం 
గుణకారానికి గురుత. 

 
ఒకే అంశానిే (అంకెని కానీ, చలనరాసిని కానీ) రండు సారుల వేసి గుణిస్నత వచేన దానిని వరుు 
(square) అనీ, మూడు సారుల వేసి గుణిస్నత వచేన దానిని ఘనం (cube) అనీ అంటారు. 
 
"అంకెలతో ఈ గార్డీలు అనీే ఎలా చేయ్గలుగుతున్నేవు?" అని ఎవరో రామానుజానిే అడిగితే, "న్న 
ఇలవేలుపు న్న చేత ఇలా పలికిస్తంది" అన్నేడుట.  పలికించేవాడు పలికిస్తత ఉంటే పలికే పలుకులోల 
ప్రావీణయత ఉండక మరేమి ఉంటంది? పైన చెపపనటవంటి లక్షణం ఉనే సంఖ్యలని “టేక్సీ సంఖ్యలు”  
అని కందరు, "రామానుజన్ సంఖ్యలు" అని కందరు అంటారు. నిజానికి “రామానుజన్ సంఖ్యలు” 
అనే పేరుతో చెలామణీ అయేవి చాలా ఉన్నేయ; అవి అనీే అర్థం కావాలంటే గణితం అనే ఒక 
మహాసముద్రం లోనికి బ్దగా లోతుగా దిగాలి. అవసర్ం వెంబడి  దిగవలసి వచేనపుపడు దిగుదాం. 
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ఇటీవల పై సమసయకి సంబంధంచన మరొక సమసయని పరిష్ురించేరు. టేక్సీ సంఖ్యలలో  అతి చనేది 
1729 అయతే అతి పెదాది ఏది?  ఇపపటివర్కు మనకి తెలిసిన అతి పెద ాటేక్సీ సంఖ్య 
885623890831: 
 
885623890831 = 75113 + 77303  లేదా  87593 + 59783 
 
లెకు వేసి చూస్కండి. కంపూయటరుల ఉపయ్యగించ ఇంత కంటె పెదవాి ఉన్నేయేమో వెతక వచుే.  
 
1.2  రామానుజన్ చదర్ం  
 మనందరిక్స స్లభంగా అర్థం అయేయ మరొక కానుక - రామానుజన్ నుండి. దీనిని రామానుజన్ 
చదర్ం అంటారు (బొమమ 1.3 చూడండి). 

 
బొమమ 1.3  రామానుజన్ చదర్ం 

 
ఈ బొమమలొ ప్రతి అరుస (row లేదా అడీు వరుస) లో సంఖ్యలని కూడి చూడండి. ప్రతి సారి మొతతం 
139 వస్తంది కదా. ఇపుపడు ప్రతి నిరుస (column లేదా నిలువు వరుస) లో ఉనే సంఖ్యలని కూడి 
చూడండి. ఈ మొతాతలూ 139 తో సమానమే! 
 
ఇపుపడు ఏటవాలుగా ఉనే రండు కరాణల వెంబడీ ఉనే సంఖ్యలని కూడదాం.  
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మొదటి కర్ణం: 22 + 17 + 89 + 11 = 139 
 
రండవ కర్ణం: 87 + 9 + 24 + 19 = 139 
 
“అబ్బు! ఇందులో వింతేముంది? ఈ ర్కం చదరాలు ఇంతకు ముందు చూస్నం” అని మీరు పెదవి 
విర్చే లోగా మరికనిే విష్యాలు చూడండి. 
 
ఇపుపడు న్నలుగు మూలలో ఉనే సంఖ్యలని కూడండి. 
 
మూలలు: 22 + 89 + 19 + 11 = 139 
 
ఇంకా కావాలా? ఏ ఉపచదర్ంలో సంఖ్యలని కూడిన్న 139 వస్తంది. 
 
మధ్య ఉపచదర్ం: 17 + 9 + 24 + 89 = 139 
 
ఈశానయ ఉపచదర్ం: 18 + 87 + 9 + 25 = 139 
 
నైరుతి ఉపచదర్ం: 10 + 24 + 19 + 86 = 139 
 
ఆగేేయ్ ఉపచదర్ం: 89 + 16 + 23 + 11 = 139 
 
వాయ్వయ ఉపచదర్ం: 22 + 12 + 88 + 17 = 139 
 
మరి రండు చదరాలు మిగిలిపొయాయ. అవేమిటో గురుతపటి ిచెపపగలరా? ఈ చదర్ం ఉనే కాగితానిే  
అడీుగా చుట ిచుడితే పైనునే రండు గదులు, కిందనునే రండు గదులు కలిసి - 
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ఉతతర్-దక్షిణ ఉపచదర్ం: 12 + 18 + 86 + 23 = 139 
 
ఇపుపడు కాగితానిే  నిలువుగా చుట ిచుడితే ఎడమన రండు గదులు, కుడిన ఉనే రండు గదులు కలిసి 
- 
తూరుప-పడమర్ ఉపచదర్ం: 88 + 23 + 12 + 18 = 139 
 
ఈ అదుుతం చాలనటల మరొకు మహాదుుతం ఈ చదర్ంలో దాగి ఉంది. 
 
పై వరుసలో ఉనే న్నలుగు సంఖ్యలని మరొక సారి చూడండి. చూసి, ఇలా చదవండీ:  
 
22-12-1887. 
 
ఇది 22 డిసంబర్ 1887 -  శ్రీనివాస రామానుజన్ జనమ దినం! 
 
1.3 రామానుజన్ మేధ్ పని చేస్న తీరు? 
 
ఈ ఉపోదాాతం ముగించే లోగా రామానుజన్ వంటి మహా మేధావి మేధ్ ఎలా పని చేస్తత 
ఉండుంటందో ఊహిదాాం.  
ఉదాహర్ణకి 3 అనే అంకెని ఇచే దీనిని మరొక విధ్ంగా రాయ్మని అడిగేమనుకుందాం. ఎవరినైన్న 
అడిగి చూడండి. మూడంతులు ఈ దిగువ ఇచేన సమాధాన్నలలో ఏదో ఒకటి రావచుే: 
 
3 = 1 + 1 + 1 
3 = 2 + 1 
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కాని ఎవురైన్న ఈ దిగువ ఇచేన సమాధానం ఇస్నత కంచెం కతత దారిలో వెళ్ళతూనే వయకితలా 
కనిపసాతడు:  
 
3 = √9 
 
ఇపుపడు వర్ుమూలం కింద ఉనే 9 ని 1 + 8 అని రాసి, ఆ 8 ని 2*4 రాయొచుే కదా! (ఇకుడ 
నక్షత్రానిే గుణకారానికి గురుతగా వాడుతున్నేను.)  
 
3 = √1 + 8 = √1 + 2 ∗ 4 
 
ఇపుపడు ఈ  2*4 లో ఉనే 4 ని 16 యొకు వర్ుమూలంగా రాయ్వచుే కదా.  
 
3  = √1 + 2 ∗ √16  
 
ఇపుపడు ఇంతవర్కు చేసిన పనిని పదే పదే చేస్కుంటూ పోదాం. అనగా, ముందు 16 ని 1 + 15 
అని రాయ్డం, ఆ 15 ని 3*5 అని తిర్గ రాయ్డం.  
 
3 = √1 + 2 ∗ √1 + 15  = √1 + 2 ∗ √1 + 3 ∗ 5 
 
ఇపుపడు ఈ  3*5 లో ఉనే 5 ని 25 యొకు వర్ుమూలంగా రాయ్వచుే కదా. కనుక  
 

3 = √1 + 2 ∗ √1 + 3 ∗ √25           
 

3 = √1 + 2 ∗ √1 + 3 ∗ √1 + 24  
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ఇపుపడు 24 ని 4*6 గా రాసి, ఈ  4*6 లో ఉనే 6 ని 36 యొకు వర్ుమూలంగా రాయ్వచుే కదా. 
కనుక  
 

3 = √1 + 2 ∗ √1 + 3 ∗ √1 + 4 ∗ 6  = √1 + 2 ∗ √1 + 3 ∗ √1 + 4 ∗ √36. . . . 
                    

3 = √1 + 2 ∗ √1 + 3 ∗ √1 + 4 ∗ √1 + 5 ∗. . . .          
 
ఇలా ఎంత దూర్మైన్న పోవచుే. ఎంత దూర్ం వెళ్లలన్న పైన రాసిన సమీకర్ణం చెలులతుందని ఋజువు 
చెయ్యవచుే. ప్రయ్తించ చూసాతరా? 
 
n  = √1 + ( 𝑛 − 1) ∗ (𝑛 + 1)  
తో మొదలు పెటి ిమీ మెదడుకి పని కలిపంచండి! 
 
చూస్నరా! మన 3 ని 3 లా వదిలెయ్యకుండా మరొక విధ్ంగా రాయాలనే కోరిక మనలో ఎంతమందికి 
పుడుతుంది?  
ఆలోచంచండి!          
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2. సహజ సంఖ్యలు, పూర్ణ సంఖ్యలు 
 
రామానుజన్ కి ప్రతి సంఖ్యయ ప్రియమిత్రుడే. అందుకని సంఖ్యలతో మొదలు పెడతాను. తెలుగులో 
అంకెలు, సంఖ్యలు అన్న రండు మాటలు ఉండటం ఉన్ననయి కాని, వీటి వాడకంలో అంతగా నిరి్ధష్టత 
ఉన్నట్లు తోచదు. సున్న నుండి తొమిిది వర్కు ఉన్న వాటిని అంకెలు అన్నలనీ, ఆ పై వాటిని సంఖ్యలు 
అన్నలనీ ఒక నియమం ఉండటం ఉంది కాని, అనిన నియమాలలాగే ఈ నియమానిన అప్పుడప్పుడు 
ఉలుంఘంచక తప్ుదు. మరొక కోణం నుండి చెప్పులంటే ఇంగ్లుషులో "నూమర్ల్" (numeral) అనే 
మాటని అంకె అనీ, "న్ంబర్" (number) అనే మాటని సంఖ్య అనీ తెలిగంచ వచ్చు. 
 
సంఖ్యలకి రాతలో వేసే గురుతులే "అంకెలు" అనే నిర్వచన్ం మరొకటి ఉందిట. ఈ లెకకని రోమన్ 
అంకెలు, గ్రీకు అంకెలు, హందూ అంకెలు మొదలైన్వి సంఖ్యలకి వాడే ర్కర్కాల గురుులు. 
 
మన్ సంసకృతిలో "సంఖ్య" అనే మరొక ప్దం ఉంది. సంసకృత భాష్లోని "సంఖ్య" కీ లేటిన్ భాష్ 
లోని "సియంటియా" కి కంత పోలిక ఉంది. ఈ "సియంటియా" నుండే "సైనుు" అనే ఇంగ్లుషు మాట 
ప్పటిటంది కనుక "సైన్ు" అన్న మాటని "సంఖ్యం" అని తెలిగంచవచ్చు.  సంసకృతం లో "సంఖ్య" 
అంటే జ్ఞాన్ం. ఈ దృష్టటతో చూసేు సంఖ్యలు మన్ జ్ఞాన్ననికి గురుులు అని వాయఖ్యయన్ం చేసేు చెయయ వచ్చు. 
 
మన్ మనుగడకి భాష్ నేర్ుర్ధతన్ం ఎంత ముఖ్యమో లెకకలలో నేర్ుర్ధతన్ం కూడ అంతే ముఖ్యం. 
మన్ం ఏ విష్యమైన్న ఆలోచంచేటప్పుడు ఆ ఆలోచన్కి రూప్ం దిదదటానికి మన్ మనోఫలకం మీద 
మాటలు పేర్ధు చూసుకుంటాం. అదే విధంగా ఏదైన్న నిశ్ుయం చెయయవలసి వచున్ప్పుడు, 
అసంకలుంగానైన్న సరే, ఆ నిశ్ుయం చెయయటం వలు కలిగే లాభన్ష్టటలు ఏమిటో మన్సుులో లెకకకటిట, 
బేరీజు వేసి చూసుకుంటాం. 
 
నేను ఇలా అన్ననన్ని ఆదిమ మాన్వుడు బీజగణితం (algebra), గణంకశాస్త్రం (statistics), 
కలన్ గణితం (calculus), మొదలైన్ గణిత శాసలాు వాడేడని మన్ం అనుకోన్కకర్ లేదు. రండు 
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వసుువులని చూపిసేు ఏది పెదదదో చెప్ుగలగటం, కైవారానిన బటిట వసుువులని ఒక క్రమంలో అమర్ుటం, 
పెంప్పడు జంతువులని లెకకపెటిట చూసుకోవటం, ఆసుులు ప్ంచ్చకోవటం, మొదలైన్ చర్యలు బతుకుకి 
నితాయవసరాలు కదా. ఈ ర్కం గణన్ ప్దతిులనే మన్ం అంకగణితం (arithmetic) అంటాం. 
 
లెకక పెటటటం సంగతే చూదాదం. లెకక పెటటటానికి ‘అంకె’ అనే ప్ర్ధజ్ఞాన్ం కావాలి. ఈ అంకె అనే 
భావానిన బహర్గతం చెయయటానికి ఒక మాట కావాలి. ఈ మాటని రాయటానికి ఒక సంకేతం కావాలి. 
ఈ మాటలే ఒకటి, రండు, మూడు,.., మొదలైన్వి. ఈ సంకేతాలు 1, 2, 3, …, మొదలగున్వి. 
భాష్ని బటిట మాట మారుతుంది. దేశ్, కాల, ప్ర్ధసిితులకి అనుకూలంగా సంకేతాలు మార్తాయి. కాని 
భావం ఒకటే. 
 
ఇప్పుడు, ప్రప్ంచవాయప్ుంగా ఎకుకవ వాడుకలో ఉన్న సంకేతాలు 1, 2, 3, …, మొదలైన్వి కనుక 
ఇకకడ వీటినే వాడదాం. ఈ అంకెలు, సంఖ్యలు, చూడటానికి ఒకేలా కనిపించన్న, వీటిలోు ఎనోన 
సూక్ష్మమైన్ మెలికలు ఉన్ననయి. మనుషుయలంతా చూడటానికి ఒకేలా కనిపించన్న, ప్ర్ధశీలించ చూసేు 
వార్ధలో ఎన్నననిన తేడాలు ఉన్ననయో! మనిష్టని ముమూిరుులా పోలిన్ మరొక మనిష్ట దొర్కటం 
దుర్ుభం. అలాగే అంకెలలో కూడ ర్కర్కాల అంకెలు ఉన్ననయి. అవేమిటో చూదాదం. 
 
2.1  సహజ సంఖ్యలు (Natural Numbers) 
 
చర్ధత్రని దృష్టటలో పెట్లటకు చూసేు మొటటమొదట లెకక పెట్లటకోటానికి ప్నికచేు అంకెలు మన్కి 
తార్సప్డి ఉంటాయి. వీటిని మన్ం 1, 2, 3,…, అని రాసుం. గణిత ప్ర్ధభాష్లో చెప్పులంటే - 
ఒకటి నుండి మొదలు పెటిట 1, 2, 3,… అనుకుంటూ, అలా లెకకపెట్లటకుంటూ పోతే నిర్ధవరామంగా 
వచేు సంఖ్యలని “సహజ సంఖ్యలు” అంటారు. మరొక విధంగా చెప్పులంటే, 1, 2, 3, 4, 5, 
6,……అలా విసుగు, విరామం లేకుండా లెకకపెట్లటకుంటూ పోతే వచేు అనుక్రమం (sequence) 
లోని సంఖ్యలే సహజ సంఖ్యలు (natural numbers). ఈ సహజ సంఖ్యలనే లెకికంప్ప సంఖ్యలు 
లేదా గణన్ సంఖ్యలు (counting numbers) అని కూడ అంటారు. 
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ఈ సహజ సంఖ్యల లక్ష్ణలు చూదాదం. రండు సహజ సంఖ్యలని కూడగా వచేు మొతుం మరొక సహజ 
సంఖ్య అయి తీరుతుంది. ఉదాహర్ణకి 3 నీ 5 నీ కూడితే 8 వసుుంది. ఇకకడ 3, 5 సహజ సంఖ్యలు, 
వాటి మొతుం కూడ సహజ సంఖ్యయ! గణితశాస్త్ర వేతులకి ఈ ర్కం లక్ష్ణం అంటే ఎంతో ఇష్టం. ఇది 
ఎందుకో చూదాదం. ఇదదరు మనుషుయలు కలుసుకుని పెళ్లు చేసుకున్ననర్ని అనుకుందాం. ఈ కలయిక 
వలు వార్ధకో పిలు ప్పడితే, ఆ పిలు మనిష్ట పిలుయితే అది సహజంగా ఉంట్లంది. వాళ్ుకి ఏ కుకక పిలోు 
ప్పడితే అది అసహజం. అదే విధంగా రండు సహజ సంఖ్యలని కలిపిన్ప్పుడు మరొక సహజ సంఖ్య 
వసేు ‘అది సహజం,’ అని గమనించ, సంతృపిుప్డతారు - లెకకల ప్రప్ంచంలో విహర్ధంచే వయకుులు. 
కనుక ఈ లక్ష్ణం గణితంలో చాల ముఖ్యమైన్ది. ముఖ్యమైన్ లక్ష్ణం కన్బడడప్పుడు దానికో పేరు 
పెడితే బాగుంట్లంది కదా. ఈ లక్ష్ణనిన ఇంగ్లుషులో “కోుష్ర్” (closure) అంటారు. దీనిన మన్ం 
తెలుగులో “సంవృతం” అందాం. ఒక భావానిన ఒక మాటతో ముడి పెటేటము కనుక ఇప్పుడు మన్ం 
గమనించన్ భావానిన ఒక సూత్రంలా ప్రవచంచవచ్చు: “సంకలన్ం చేసేటప్పుడు సహజ సంఖ్యలు 
సంవృత లక్ష్ణం ప్రదర్ధిసుయి.” (Natural numbers are closed under addition.) అంటే, 
రండు సహజ సంఖ్యలని కలిపిన్ప్పుడు వచేు సమాధాన్ం కూడ సహజ సంఖ్యయ! 
 
పై సూత్రం చదవగానే కంచెం, వీసమెతుు, కుతూహలం ఉన్న వయకిుకి చన్న సందేహం వసుుంది: 
వయవకలన్ం లేదా తీసివేతలు చేసేటప్పుడు సహజ సంఖ్యలు సంవృత లక్ష్ణం చూప్పతాయా? ఈ 
ప్రశ్నకి సమాధాన్ం వెతకటం కష్టం కాదు. ఉదాహర్ణకి 7 లోంచ 5 తీసివేసేు 2 వచుంది. ఇకకడ 7, 
5, 2 సహజ సంఖ్యలే. కాని 5 లోంచ 7 తీసివేసేు ఋణ సంఖ్య వచుంది. (ఋణ సంఖ్య అంటే ఏమిటో 
రాబోయే పేరాలో చెబుతాను.) ఈ ఋణ సంఖ్యని రాసేటప్పుడు - 2 అని రాసుం. ఈ - 2 సహజ 
సంఖ్యల జ్ఞబితాలో లేదు. మరొక ఉదాహర్ణ. సహజ సంఖ్య అయిన్ 5 లోంచ మరొక 5 తీసివేసేు 0 
వచుంది. ఈ రండు సందరాాలలో మన్కి తార్సప్డడ 0, - 2 సహజ సంఖ్యలు కావు; నిర్వచన్ం 
ప్రకార్ం సహజ సంఖ్యలు 1 తో మొదలవుతాయి. అంటే, నిర్వచన్ం ప్రకార్ం ధన్ పూర్ణ సంఖ్యలే 
సహజ సంఖ్యలు; ఋణ సంఖ్యలు, సున్న సహజ సంఖ్యలు కావు. కనుక వయవకలన్ం చేసేటప్పుడు 
సహజ సంఖ్యలకి సంవృత లక్ష్ణం లేదు.   
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సంఖ్యలన్న తరువాత వాటితో కనీసం కూడికలు, తీసివేతలు చెయయలేకపోతే వాటి ప్రయోజన్ం ఏమిటి? 
న్నతిుమీద పెట్లటకుని ఊరేగటానికా? మన్ దైన్ందిన్ వయవహారాలకి సహజసంఖ్యలు ఒకకటీ ఉంటే 
సర్ధపోవు; వాటితో ప్పట్ల, సున్న, ఋణ సంఖ్యలు కూడ ఉండాలి. అందుకని ధన్ పూరాణంకాలని, 
సున్నని, ఋణ పూరాణంకాలనీ గుతు గుచు వాటికి పూరాణంకాలు (integers or whole numbers) 
అని పేరు పెటిట పిలవమన్ననరు. మన్ం అలాగే పిలుసుున్ననం.  మన్ అవసరాలకి సహజ సంఖ్యల కంటె 
పూరాణంకాలు (లేదా, పూర్ణ సంఖ్యలు) మెరుగన్ననరు. ఇకకడ గమనించవలసిన్ది ఏమిటంటే పూర్ణ 
సంఖ్యలలో ఒక భాగం పేరు సహజ సంఖ్యలు. 
 
2.2 ధన్, ఋణ సంఖ్యలు (Positive and Negative Numbers) 
 
లెకకపెటేటటప్పుడు సున్న నుండి “ముందుకి” వెళ్లతే వచేువి ధన్ సంఖ్యలు అనినీన, “వెన్కిక” వెళ్లతే 
వచేువి ఋణ సంఖ్యలు అనినీన అంటారు. మన్కి వచేు జీతప్ప రాళ్లు 10 అయితే దానిన ‘ధన్ 10’ అని 
కాని, ‘ప్ుస్ 10’ అని కాని, ‘+10’ అని కాని అంటాం. అదే విధంగా మన్కి ప్ది రూప్పయలు అప్పు 
ఉంటే దానిన ‘ఋణ 10’ అని కాని, ‘మైన్స్ 10’ అని కాని. ‘-10’ అని కాని అన్నలి. కనుక ‘ధన్,’ 
‘ఋణ’ అనే భావాలు లేదా ‘ఆదాయం,’ ‘వయయం’ అనే భావాలు చర్ధుంచ వలసిన్ సమయాలోు సహజ 
సంఖ్యలు అనే భావం సర్ధపోదు; పూరాణంకాలు (లేదా, పూర్ణసంఖ్యలు) అనే కతు భావం అవసర్ం 
వసుుంది. 
 
2.3 పూరాణంకాలు లేదా పూర్ణ సంఖ్యలు (Integers) 
 
సున్న నుండి మొదలు పెటిట అలా ముందుకి లెకకపెట్లటకుంటూ పోతే నిర్ధవరామంగా వచేు 0, 1, 2, 3, 
… వంటి ధన్ సంఖ్యలు, వెన్కిక పోతే  వచేు -1, -2, -3, … వంటి ఋణ సంఖ్యలూ, అనినంటిని 
కలిపి పూర్ణ సంఖ్యలు  (integers) అని అంటారు. కనుక ….-3, -2, -1, 0, 1, 2,3,… 
వగైరాలనీన పూరాణంకాలు. వీటిలోు -1, -2, -3,… వగైరాలు ఋణ పూరాణంకాలు; సున్న (0) ని కూడ 
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ధన్ పూరాణంకం అన్డం ఆన్వాయితీగా వసూున్న ఆచార్ం కనుక 0,1, 2, 3, … వగైరాలు ధన్ 
పూరాణంకాలు. 
 
ఇప్పుడు మన్ం ఏ రండు పూర్ణ సంఖ్యలని తీసుకుని కలిపిన్న, తీసివేసిన్న, హెచువేసిన్న వచేు 
సమాధాన్ం మరొక పూర్ణ సంఖ్య అవుతుంది. మచ్చుకి 5 కి 2 ని కలప్గా వచున్ 7 మరొక పూర్ణ 
సంఖ్య; 2 నుండి 5 ని తీసివెయయగా వచున్ -3 కూడ పూర్ణ సంఖ్యయ; 5 ని 2 చేత గుణించగా వచున్ 
10 కూడ పూర్ణ సంఖ్యయ. అంటే, సంకలన్, వయవకలన్, గుణకారాలు చేసేటప్పుడు పూర్ణ సంఖ్యలు 
సంవృత లక్ష్ణనిన ప్రదర్ధిసుయి. 
 
కూడికలు, తీసివేతలు, హెచువేతలేన్న మన్ం చేసే గణిత ప్రక్రియలు? ఆసుుల ప్ంప్కాల సమయంలో 
భాగారాలు కూడ చెయాయలి కదా. ఉదాహర్ణకి -34 ని 2 చేత భాగంచన్ప్పుడు -17 వచుంది. 
ఇందులో ఇబబందేమీ లేదు; ఒక పూర్ణ సంఖ్యని మరొక పూర్ణ సంఖ్యతో భాగంచన్ప్పుడు మరొక పూర్ణ 
సంఖ్య సమాధాన్ంగా వచుంది. కాని ఈ -17 ని మళ్లు 2 చేత భాగసేు సమాధాన్ంగా పూర్ణ సంఖ్య 
రాలేదు. కనుక భాగారాలు చేసేటప్పుడు పూర్ణసంఖ్యలు సంవృతాలు కావు. ఈ ఇబబంది నుండి 
గటెటకాకలంటే మన్ం మరొక ర్కం సంఖ్యలని సృష్టటంచ్చకోవాలి. అవే భిన్న సంఖ్యలు లేదా భిన్ననలు. 
వీటి సంగతి తరువాత  చూదాదం. 
 
సహజ సంఖ్యలని, పూర్ణ సంఖ్యలని సంఖ్యయ రేఖ్ (number line) మీద చ్చకకలు వేసి చూప్వచ్చు 
(బొమి 2.1 చూడండి).  ఈ సంఖ్యయ రేఖ్ తర్చ్చ వాడుతాము కాబటిట దీనితో ప్ర్ధచయం 
పెంచ్చకోవడం మంచది. 

 
 

బొమి 2.1 సంఖ్యయ రేఖ్ మీద పూర్ణ సంఖ్యల ఉనికి. 
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3. నిష్ప, అనిష్ప, లోకోత్తర సంఖ్యలు  
 
భిన్నానిా ఇంగీ్లషులో `ఫ్రేక్షన్` (fraction)  అంటారు. తెలుగులో కాని, సంసకృత్ంలో కాని `భిన్ాం` 
అంటే 'మామూలుగా కాకండా మరొక విధంగా' అని అరథం; `భాగం` అనే సూచనే లేదు. కాని 
ఇంగీ్లషులో మాత్రం `ఫ్రేక్షన్` అంటే భాగం అనే అరథం. తెలుగులో “భిన్నాలు" అంటే "మరొక రకమైన్ 
సంఖ్యలు" అనే అరథం స్పపరిస్పతంది కాని ఇకకడ మన్ం “భాగం” అనే అర్థథనేా తీస్పకందం.  ఏది 
ఏమయిన్న భిన్ాం అంటే మన్ందరికీ తెలుస్ప కనుక ప్రత్యయకంగా ప్రయాస పడి నిరవచన్ం చెపపను. 
  
భిన్నాలని ఎవరు ఎప్పపడు కనుకకన్నారో ఎవవరికీ తెలియదు. కాని `భిన్ాం` అన్గా భాగం' అనే భావన్ 
మాన్వుడి ప్పర్రెలో ప్పట్టిన్దే; అంటే, ఇది సహజమైన్ భావం కాదు, కలిపత్మైన్ భావం. క్రీస్పత పూరవం 
1650 ప్రంతాలదైన్ `రిండ్ పపైరస్’ (Rhind papyrus) లో 1/2, 1/3, 1/4, 1/5 వంట్ట 
ఏకలవ భిన్నాలకి (అంటే లవంలో 1 ఉన్ా భిన్నాలు), 2/3 కి ప్రత్యయకమైన్ మాటలు కనిపిస్తతయి. మన్ 
తెలుగులో కూడ చూడండి, 1/2 ని అర అనీ, 1/4 ని పావు అనీ అంటాం. మూడు పావులు అని 
చెపాపలంటే సంధి చేసి ముపాపవు అంటాం. తెలుగులో, న్నక తెలుస్పన్ాంత్ వరక, 2/3 కి గానీ, 
త్దిత్ర భిన్నాలకి గాని ప్రత్యయకమైన్ పేరు ీఉన్ాటీ్ల లేదు. ముపేపట అంటే 3/4 అనే అరథం వస్పతంది, 
కాని ఈ మాట కొబ్బరి కాయ ఎంత్ ముదిరిందో చెపపడానికే వాడటం చూసేను.   
 
3.1 నిష్ప సంఖ్యలు (Rational Numbers) 
 
పూరణ సంఖ్యలని, భిన్ా సంఖ్యలని గుత్తగుచ్చి వాట్టకి నిష్ప సంఖ్యలు అని ఒక కొత్త పేరు పెడదం. 
`నిష్ప సంఖ్యలు` అంటే లవము, హారము ఉండి నిష్పత్తత ని తెలియజేసేవి. ఇకకడ ఇలా కొత్త పేరు 
పెటిడంలో విజఞత్ త్రువాత్ అరథం అవుతంది. ఈ నిష్ప సంఖ్యలనే ఇంగీ్లషులో 'రేష్న్ల్ న్ంబ్ర్స్' 
(rational numbers) అంటారు – అంటే ‘రేష్యయ’ (ratio) లేద నిష్పత్తతని సూచ్చంచేవి. ('రేష్న్ల్' 
అన్ా ఇంగీ్లషు మాటకి రండు అర్థథలు ఉన్నాయి: ఒకట్ట, త్రకబ్దధమైన్ అనినీా, మరొకట్ట నిష్పత్తతని 
సూచ్చంచేది అనినీా.) నిష్ప సంఖ్యలని ఉపయోగంచ్చ మన్ం కూడికలు, తీసివేత్లు, గుణకార్థలు, 
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భాగార్థలు చేసిన్ప్పపడు వచేి సమాధాన్ం ఎలీప్పపడూ నిష్ప సంఖ్యయ అవుతంది. అంటే అంకగణిత్ం 
(arithmetic) చేసేటప్పపడు నిష్ప సంఖ్యలు సంవృతాలు. (Rational numbers are closed 
under arithmetic operations). అందుకనే నిష్ప సంఖ్యల గురించ్చ మన్ం ఎంత్ నేరుికంటే 
అంత్ మంచ్చది. 
 
ఈ ఆధునిక యుగంలో అంకగణిత్ం ఒకకటీ చెయయడం వసేత సరిపోదని ఏ ఉన్ాత్ పాఠశాల విదయరిధని 
అడిగన్న తెలుస్పతంది. మన్ ప్రగత్తకి బీజగణిత్ం (algebra) ఎంతో ముఖ్యం. బీజగణిత్ంలో 
వరగమూలం (square root) విలువ కటిడం ఒక సరవస్తధారణమైన్ ప్రక్రియ. ఉదహరణకి 2 
యొకక వరగమూలం ఉరమరగా 1.414. ఉరమరిక లేకండా నికకచ్చిగా ర్థయాలంటే 1 వేసి, దని 
పకక దశాంశ బందువు పెట్ట,ి అట్ల త్రువాత్ నిరివర్థమంగా అలా అంతలేన్నిా అంకెలని 
వేస్పకంటూ పోవాలి. ఇట్లవంట్ట సంఖ్యలని ఏ రండు పూర్థణంకాల నిష్పత్తతలాగా ర్థయలేము. అంటే, 
వాట్టని భిన్నాలుగా, లేద నిష్ప సంఖ్యలుగా, ర్థయలేము. అంటే ఏమిటన్ా మాట? మన్ 2 యొకక 
వరగమూలం పూరణ సంఖ్య కాదు, భిన్ా సంఖ్య (లేద నిష్ప సంఖ్య) కాదు. ఇదేదో కొత్త రకం సంఖ్య. 
బీజగణిత్ంలో ఈ కొత్త రకం సంఖ్యలు కొలీలుగా కనిపిస్తతయి. కనుక బీజగణిత్ం చేసేటప్పపడు నిష్ప 
సంఖ్యలు సంవృత్ లక్షణం ప్రదరిశంచటం లేదన్ామాట. సంవృత్త్తవం కావాలంటే సంఖ్యల పరిధిని 
మరికొంచెం పెంచాలి. ఈ పరిధిని పెంచటానికి కావలసిన్ కొత్త రకం సంఖ్యలని అనిష్ప సంఖ్యలు 
(irrational numbers) అంటారు. అంటే, “రేష్న్ల్” కానివి. అంటే, నిష్పత్తతలా ర్థయటానికి 
లంగనివి. 
 
3.2 అనిష్ప సంఖ్యలు (Irrational Numbers) 
 
అనిష్ప సంఖ్య అనే భావం మన్ అనుభవ పరిధికి అతీత్మైన్ది. వీట్టని ఇంగీ్లషులో `ఇర్రేష్న్ల్` 
(irrational) సంఖ్యలు అంటారు. `రేష్న్ల్` కానివి  `ఇర్రేష్న్ల్.`  ఇకకడ ఈ `రేష్న్ల్` అన్ా మాట 
`రేష్యయ`  (ratio)  అన్ా మాటకి సంబ్ంధించ్చన్ది. ఒక నిష్పత్తత రూపంలో ర్థయగలిగే సంఖ్యలు నిష్ప 
సంఖ్యలు (rational numbers). ఒక సంఖ్యని నిష్పత్తత రూపంలో ర్థయలేని పక్షంలో ఆ సంఖ్య 
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అనిష్ప సంఖ్య (irrational number).  పూరణ సంఖ్యలు కానివి, నిష్ప సంఖ్యలు కానివి అయిన్ 
సంఖ్యలు ఉన్నాయనే విష్యం యవనులకి అవగత్ం అయేసరికి వారి ఆశిర్థయనికి అంత లేదు.    
  
తెలుగు అకాడమీ వారి పదకోశంలో ‘అకరణీయ’ అంటే రేష్న్ల్ అనినీా, ‘కరణీయ’ అంటే ఇర్రేష్న్ల్ 
అనినీా ఉంది. ఈ ప్రయోగాలు న్నక రుచ్చంచలేదు. మొదట్ట అభయంత్రం: అకరణీయ అంటే ‘ఇర్రేష్న్ల్ 
కానిది రేష్న్ల్’ అన్ా త్తరకాస్ప నిరవచన్ంలా అనిపించ్చంది. ‘అబ్దధం కానిది నిజం’ అని నిజానికి 
నిరవచన్ం చెపిపన్టీ్ల అనిపించ్చంది. ఉత్తరోత్తర్థయ తెలుగు లోంచ్చ ఇంగీ్లషులోకి వెళ్ీవలసి వచ్చిన్ప్పపడు 
‘అకరణీయ’ లో ‘అ’ ని చూసి ఇది ‘ఇర్రేష్న్ల్’ అనుకనే ప్రమాదం ఉంది. రండవ అభయంత్రం: ఈ 
‘కరణ’ శబ్దనాికి మూలం ఏమిటో తెలియకపోవడం వలీ ఈ ప్రయోగం సవయంబోధకంగా 
లేదనిపించ్చంది. తెలుగు అకాడమీ వారి పదకోశంలో మరొక చోట ‘రేష్న్ల్’ అంటే ‘సయుకితక’ 
అనినీా, ‘ఇర్రేష్న్ల్’ అంటే ‘యుకిత విరుదధమైన్’ అనినీా ఉన్నాయి. ఇదీ న్నక రుచ్చంచలేదు. అందుకని 
నిష్ప సంఖ్యలు, అనిష్ప సంఖ్యలు అనే కొత్త ప్రయోగం చేసి చూస్పతన్నాను. 
 
అనిష్ప సంఖ్యల అవసరం మన్ దైన్ందిన్ వయవహార్థలలో ఎలా వస్పతందో చూపిస్తతను. ఒక 
చతరస్రంలో కరణం యొకక పొడుగుని లెకక కటాిలంటే భుజం  పొడుగుని ఏ నిష్ప సంఖ్యతో  
గుణించ్చన్న సరి అయిన్ సమాధాన్ం ర్థదని  పైథోగరోస్ కనుకకన్నాడు. ఇదే విష్యం మరొక 
విధంగా చెప్పతా. ఒక చతరస్రంలో కరణం పొడుగుకి, భుజం పొడుగుకి మధయ ఉండే సంబ్ంధానిా 
రండు పూరణ సంఖ్యల నిష్పత్తతతో వయకత పరచ లేము.  మన్ చతరస్రం యొకక భుజం పొడుగు ఒక 
అంగుళ్ం అనుకంటే, పైథోగరోస్ సిదధంత్ం ప్రకారం, కరణం పొడుగు √2 (అంటే 2 యొకక 
వరగమూలం) అంగుళాలు.  కనుక  √2 అనిష్ప సంఖ్యకి ఒక ఉదహరణ. పైథోగరోస్ కి అనిష్ప 
సంఖ్యకి మధయ ఉన్ా బ్దదర్థయణ సంబ్ంధానిా ప్పరసకరించుకని √2 కి “పైథోగరోస్ సంఖ్య” అని 
పేరు పెటేరిు.   
  
అనిష్ప సంఖ్యలు ఉన్నాయనే విష్యం మొటిమొదట పైథోగరోస్ మనోవీధిలోనే మెరిసి 
ఉండుంట్లందని కొందరి సిదధంత్ం.  ఇది నిజమో కాదో ఇత్మిదధంగా మన్కే కాదు, ఎవవరికీ 
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తెలియదు. ఎందుకంటే బ్దబలోనియా లోని మట్ట ిపలకల మీద చూపిన్ ఒక లెకకలో  √2  యొకక 
విలువ  14 దశాంశ స్తథన్నల వరక త్ప్పప లేకండా లెకక కటిబ్డి ఉంది. కాని పైథోగరోస్ శిషుయలు 
త్మ కూటమే ఈ ఘన్ విజయం మొటిమొదటగా  స్తధించ్చందన్ా అపోహతో శత్ వృష్భ శిరచేిద 
యాగం చేసేరని ఒక ఐత్తహయం ఉంది.    
  
ఒకొకక బ్దహువు పొడుగు ఒకొకక అంగుళ్ం చొప్పపన్ ఉన్ా (సమబ్దహు) చతరుుజి యొకక కరణం  
√2 అయిన్టే,ీ ఒకొకక బ్దహువు పొడుగు ఒకొకక అంగుళ్ం చొప్పపన్ ఉన్ా (సమబ్దహు) పంచభుజి 
యొకక కరణం  కూడా అనిష్ప సంఖ్యయ. దీనిని ముదుాగా స్పవరణ నిష్పత్తత (golden ratio) అని పిలుస్తతరు. 
దీని విలువ (1 +  √5)/2. ఒక దీరఘ చతరస్రం పొడుగు వెడలుపలకి మధయ ఉండే నిష్పత్తత ఈ స్పవరణ 
సంఖ్యకి దగగరగా ఉంటే ఆ దీరఘ చతరస్రం కంట్టకి ఎంతో ఇంప్పగా కనిపిస్పతందని చ్చత్రకారులు 
అంటారు.  మనుషుయల ముఖాలు కొంచెం పరిశీలించ్చ చూడండి. అవి గుండ్రంగా చంద్రబంబ్దనిా పోలి 
ఉంటే చలివిడి ముదలాాగో, బోరీించ్చన్ సిబబలాగో ఉందంటాం. కోలగా పొడుగాగ ఉంటే గజం బ్దలాా 
ఉందంటాం. ముఖ్ం పొడవు, వెడలుప మధయ ఉండే నిష్పత్తత స్పవరణ సంఖ్యకి దగగరగా ఉన్ాప్పపడు ఆ 
ముఖ్ం అందంగా కనిపిస్పతందిట. 
  
నిష్ప సంఖ్యలని, అనిష్ప సంఖ్యలని కూడ సంఖాయ రేఖ్ మీద చూపించవచుి. బొమమ 3.1, బొమమ 3.2  
చూడండి 
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బొమమ 3.1 సంఖాయ రేఖ్ మీద నిష్ప సంఖ్యలకి చోట్ల ఉంది. 

 

 
 

బొమమ 3.2 సంఖాయ రేఖ్ మీద అనిష్ప సంఖ్యలకి కూడ చోట్ల ఉంది. 
 
3.3  లోకోత్తర  సంఖ్యలు (Transcendental Numbers) 
 
అనిష్ప సంఖ్యల ఉనికి బీజ సమీకరణాలు (algebraic equations) పరిష్కరిసూతన్ా సందరుంలో 
అవగత్ం అవుతాయి. ఒక సమీకరణం  బీజ సమీకరణం కాని సందర్థులలో మరొక రకం సంఖ్యలు 
ఎదురవుతాయి. వీట్టని లోకోత్తర సంఖ్యలు అని అందం. ఈ  జాత్తకి చెందిన్ సంఖ్యకి ఉదహరణ 𝜋 
(పై). ఒక వృత్తంలో పరిధి పొడుగుని వాయసం పొడుగు చేత్ భాగసేత ఆ భాగారం ఎంత్సేప్ప చేసిన్న 
తెగదు. అందుకని ఆ భాగఫలానికి ప్రత్యయకించ్చ ఒక పేరు కేటాయించేరు. ఆ పేరే “పై.” ఈ 𝜋 అనిష్ప 
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సంఖ్య జాత్తకి చెందదని పెదాలు తీర్థమనించ్చ, ఈ జాత్త సంఖ్యలని లోకోత్తర లేద అనుభవాతీత్ లేద 
బీజాతీత్ సంఖ్యలు అన్మని చెపేపరు. ఈ 𝜋 ర్థమానుజన్ ప్రీత్తపాత్రమైన్ సంఖ్యలలో ఒకట్ట.  ఈ 𝜋 
విలువ 39 దశాంశ స్తథన్నల వరక  
 
𝜋 = 3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 420….  
 
సహజ సంవరగమాన్ం (natural logarithm) కి మూలమైన్ నేపియర్స సంఖ్య e కూడ లోకోత్తర 
సంఖ్యయ. ఈ e విలువ 26 దశాంశ స్తథన్నల వరక  
 
e = 2. 71828 18284 59045 23536 02874 ….  
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4. అనంతాలు (Infinities) 
 
నిజ సంఖ్యలనినంటిని ఒక సరళ రేఖ్ మీద బందువులుగా ఊహంచుకోవచ్చని తెలుసుకున్నం కదా! 
అనగా, ఒక సరళరేఖ్ మీద, ఒక వరుస క్రమంలో అమరచగలిగిన సంఖ్యలని నిజ సంఖ్యలు అని 
నిరవచంచ్వచుచ. అప్పుడు ఈ సరళరేఖ్ని ‘నిజ రేఖ్’ (real line) అని పిలుస్తారు. ఈ నిజ రేఖ్ 
సవరూప సవభావాలు మరొక స్తరి ప్పనశ్చరణ చేసుకుందాం. ఒక కాగితం మీద తిననని గీత గీసి, దాని 
మధ్యలో ఒక చుకక పెటి,ి దానిని ‘సునన’ అని పిలవండి. ఆ సుననకి, కుడి పకకన, ఒక అంగుళం 
దూరంలో మరొక చుకక పెటి ిదానిని ‘ఒకటి’ అని పిలవండి. అలా నిరివరామంగా అంగుళమేసి 
వయవధులలో 2, 3, 4,…. అనుకుంటూ చుకకలు పెట్ిండి. ఇదే విధ్ంగా సుననకి ఎడమ పకకన -1, -
2, -3, అనుకుంటూ వెళలండి. ఇప్పుడు ఇదే రేఖ్ మీద  భిన్నలనినటినీ (నిష్ు సంఖ్యలని) కూడ వేసి 
గురిాంచ్వచుచ కాని, వీట్నినటికీ కాగితం మీద చూపట్ం కష్ిం కనుక మచుచకి బొమమలో కొన్నన 
చూపిస్తారు. ఇదే రేఖ్ మీద అనిష్ు సంఖ్యలు ఎకకడ ఉంటాయో ఉరమరగా చూపించ్వచుచ. ఇకకడ 
గమనించ్వలసినది ఏమిట్ంటే గీత మీద నిజ సంఖ్యలనినటికీ స్తావరం ఉంది. దీనిన్న తిరకాసుగా 
చెప్పులంటే నిజ రేఖ్ మీద ఉండే బందువులనీన ఏదో ఒక నిజ సంఖ్యకి స్తావరం. 
  
ఈ నిజ రేఖ్ మీద ఉనన అనంతమైననిన (infinite) బందువులలో అతి కొది ిబందువులే సహజ 
సంఖ్యలకి స్తావరాలు. వాటిన్న మనం “1, 2, 3,…,” అని పిలుసుాన్నం. ఇకకడ 3 తరువాత మూడు 
చుకకలు పెట్ిడంలో అరాం ఏమిట్ంటే ఈ సహజ సంఖ్యలు అవిరామంగా అలా వస్తాన్న ఉంటాయని 
చెపుడానికి! అంటే, ఆ గీత మీద ఎంత దూరం ప్రయాణం చేసిన్ సహజ సంఖ్యలు, అంతు లేకుండా, 
అలా వస్తాన్న ఉంటాయి. ఈ "అంతు లేని తనం" అన్న భావానిన అనంతం (infinity) అంటారు. 
అంటే, అనంతం అన్నది కేవలం ఒక భావం. అది 1, 2, 3, లాంటి అంకె కాదు. అనంతం అంకె కాదు 
కనుక దానితో కూడికలు, తీసివేతలు, గుణకారాలు, భాగారాలు చెయయలేము. గణితంలో శూనయం అనన 
భావానికి  '0' అన్న గురుా ఉననటేల, ఈ 'అనంతం' అన్న భావానికి  ∞(పదుకోకబెటిని 8) అన్న గురుాని 
వాడతారు. కాని 0 (సునన) కీ ∞ (అనంతానికి) ఒక ముఖ్యమైన తేడా ఉంది. అనిన అంకెలలాంటిదే 
“సునన” అన్న అంకె; దానితో కూడికలు, తీసివేతలు, గుణకారాలు చెయయవచుచ. సుననతో భాగారం 
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చెయయడానికి వీలు పడదు. ఇదే ధోరణిలో, ∞ (అనంతం) తో కూడికలు, తీసివేతలు, గుణకారాలు, 
భాగారాలు చెయయడం కుదరదు; ఎందుకంటే ∞ ఒక సంఖ్య కాదు. కాని శాస్త్రంలో సునన ఎంత 
తరచుగా వసుాందో అనంతం కూడ అంత తరచుగా వస్తా ఉంటంది. కనుక అనంతంతో "వేగడం" 
న్నరుచకోవాలి, లేకపోతే రోజు గడవదు. 
 
4.1 అనంతంతో ప్రయోగాలు  
 
అనంతం గురించ అరాం చేసుకోడానికి కొనిన ప్రయోగాలు చేసి చూదాిం. ముందుగా సహజ సంఖ్యలతో 
1, 2, 3, ..., అనుకుంటూ ఒక పొడుగాటి జాబతా తయారు చేదాిం. ఇదే విధ్ంగా పూరణ 
సంఖ్యలనినటిని 0, -1, +1, -2, +2, -3, +3, ...., అనుకుంటూ మరొక పొడుగాటి జాబతా 
తయారు చేదాిం. ఇప్పుడు ఈ రండు జాబతాలలో ఏ జాబతాలో ఎకుకవ సంఖ్యలు ఉన్నయి? 
స్తమానుయలకి రండవ జాబతాలో ఎకుకవ ఉననటల అనిపిసుాంది కాని అది కేవలం ఒక భ్రమ అని 
నిరూపించ్డం తేలిక. బొమమ 4.1 లో చూపినటల పూరణ సంఖ్యలని పై వరుసలోను, సహజ సంఖ్యలని 
కింది వరుసలోను అమరిచ, ఈ రండు వరసల మధ్య "ముఖా-ముఖీ సంబంధ్ం" (one-one 
correspondence) చూపిస్తా రండు తలల బాణప్ప గురుాలు వేదాిం. దీనిని బటి ిపై జాబతాలో ఎనిన 
సంఖ్యలు ఉన్నయో కింది జాబతాలోనూ అన్నన సంఖ్యలు ఉన్నయని సుష్ిం అవుతోంది కదా. కనుక 
సహజ సంఖ్యలు ఎనిన ఉన్నయో పూరణ సంఖ్యలూ అన్నన ఉన్నయి. ఇది నమమ శ్కయం కాని నిజాలలో 
ఒకటి! 
 

 
బొమమ 4.1 సహజ సంఖ్యలు (Naturals) ఎనిన ఉన్నయో పూరణ సంఖ్యలు (Integers) కూడ అన్నన 

ఉన్నయని ఋజువు చేసే చత్రం. 
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 ఇప్పుడు మరొక ప్రయోగం చేదాిం. సహజ సంఖ్యకీ, సహజ సంఖ్యకీ మధ్య ఉనన ఖాళీలో భిన్నలు 
ఉన్నయి కదా. ఉదాహరణకి 1 కి, 2 కి మధ్య 1/2, 1/3, ¼,… వగైరాలు ఉన్నయి. అంతే కాదు; 
2/3, 2/4, 2/5, వగైరాలు కూడ ఉన్నయి. అంతే కాదు; ¾, 3/5, వగైరాలు కూడ ఉన్నయి. ఈ 
“వగైరాలని” లెకక వేసుకుంటూ పోతే అవి కూడ అనంతంగా ఉంటాయి. 
 
అంటే ఏమిట్ననమాట్? నిజ రేఖ్ మీద ఏ రండు పూరణ సంఖ్యల మధ్య చూసిన్ అనంతమైననిన 
భిన్నలు ఉన్నయి. అనంతమైననిన పూరణసంఖ్యల మధ్య ఉనన అనంతమైననిన ఖాళీ సాలాలలో, ప్రతి 
దాంట్లలను, అనంతమైననిన భిన్నలు ఉన్నయి. అటవంట్ప్పుడు మొతాం భిన్నలు ఎనిన? 
“అనంతమైననిన అనంతాల మొతాం” కదా! అంటే సహజ సంఖ్యల “అనంతం” కంటె భినన సంఖ్యల 
“అనంత అనంతం” బాగా పెదదియి ఉండాలి. అవున్? అబ్బే! అది అలా కాదు; సహజ సంఖ్యలు 
ఎంత అనంతంగా ఉన్నయో భినన సంఖ్యలు కూడ అంతే అనంతగా ఉన్నయి అని కేంట్ర్ (Georg 
Cantor, 1845 – 1918) ఉట్ంకించేరు. మొదట్లల ఎవవరూ నమమలేదు. దీనిని ఋజువు చేసి 
చూపిస్తాను. 
 

 
బొమమ 4.2 భిన్నలు (నిష్ు సంఖ్యలు) అనంతంగా ఉన్నయని ఋజువు చెయయడం 

 
మనకి తెలిసిన భిన్నలని ఒక క్రమ పదధతిలో అమురుచదాం (బొమమ 4.2 చూడండి). ఈ బొమమని 
జాగ్రతాగా రండు నిమిషాలు అధ్యయనం చెయయండి. ఏక-లవ భిన్నలు అనీన మొదటి అరుసలో 
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ఉన్నయి. దివ-లవ భిన్నలు అనీన రండవ అరుసలో ఉన్నయి. అలా అనంతమైననిన అరుసలు ఒక 
దాని కింద మరొకటి ఉన్నయి. ప్రతి అరుస అంతు లేకుండా అలా కుడి పకకకి పోతూన్న ఉంది. ఈ 
పటిికలో మనం ఊహంచ్గలిగే భిన్నలు అనీన ఉన్నయి. ఒకక రవ ఆలోచంచ చూసుకోండి. ఇప్పుడు, 
ఇందాకటి లాగే, సహజ సంఖ్యలని ఒక వరుసలో అమరిచ, వాటికి ఎదురదురుగా వచేచలా ఈ 
పటిికలోని భిన్నలని అమరచగలమేమో చూదాిం. బొమమ 4.2 లోని మొదటి అరుస (row)తో సహజ 
సంఖ్యలని అమరచడానికి ప్రయతినసేా ఈ పని జనమకి తెమలదు. ఎందువలల? రండు శ్రేణులలోనూ 
అనంతమైననిన సంఖ్యలు ఉన్నయి కనుక. ఈ లెకకని బొమమ 4.2 లోని రండవ అరుసకి అవకాశ్మే 
రాదు. ఈ చకుక నుండి బయట్ పడడానికి ఒక మారగం ఉంది. బొమమ 4.2 లో చూపించన 
వ్యయహంలోని సంఖ్యలనినటిని ఒకే వరుస క్రమంలో వచేచలా అమరుచదాం. ఈ వరుస క్రమం బొమమలో 
వాలు బాణం గీతలతో చూపించేను. ఈ పదధతిని సహజ సంఖ్యలనీ, నిష్ు సంఖ్యలనీ ముఖా-ముఖీ 
సంబంధ్ం వచేచలా అమరచవచుచ. అంటే సహజ సంఖ్యలు ఎనిన ఉన్నయో నిష్ు సంఖ్యలు అన్నన 
ఉన్నయి! సహజ సంఖ్యలు ఎనిన ఉన్నయో సరి సంఖ్యలు కూడ  అన్నన ఉన్నయి!! 
 
ఇదే ధోరణిలో మరొకక ప్రయోగం చేదాిం. సహజ సంఖ్యలు ఎనిన ఉన్నయో అనిష్ు సంఖ్యలు కూడ 
అన్నన ఉన్నయా? సహజ సంఖ్యలు ఎనిన ఉన్నయో నిజ సంఖ్యలు కూడ అన్నన ఉన్నయా? ఈ 
సమసయలకి  ఋజువులు  చూపిస్తా కూరుచంటే మనం  ఇకకడ  నుండి బయట్ పడేది ఎప్పుడు?  
అందుకని టూకీగా సమాధానం చెపెుస్తాను. నిజ సంఖ్యలు కూడ అనంతమే కాని “నిజ సంఖ్యల 
అనంతం” మనకి ఇంతవరకు పరిచ్యమైన “సహజ సంఖ్యల అనంతం” కంటె పెదదిి.  ఈ  తేడాని 
గురిాస్తా “సహజ సంఖ్యలు అనంతమే అయిన్ ఒక జాబతాలా రాయడానికి లంగుతాయి” అంటారు. 
ఈ భావాన్నన ఇంగీలషులో “కంట్బుల్” (countable) అంటారు కానీ  “లిసిబుల్” (listable) 
అనడం సమంజసమేమో అనిపిసుాంది. అయితే లెకక పెట్ిడానికి లంగని (uncountable or 
unlistable) అనంతాలు కూడ ఉంటాయా? “నిజ సంఖ్యలు ఎనిన?” అని అడిగితే “అవి 
లెకకపెట్ిడానికి లంగననిన” అని చెప్పులి.  ఇలా అనంతాలతో చెలగాటాలాడిన కేంట్రు 
భారతదేశ్ంలో ప్పటి ిఉండవలసింది. మన వేదాంత తతావం  ఒక మోతాదు పడి ఉంటే మనిషికి ఈ 
అనంతాల చెలగాట్ంలో పిచచ ఎకిక ఉండేది కాదు.  ఉపనిష్తుాలలో కనిపించే ఈ దిగువ శ్లలకంలో  
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పూరణమదః పూరణమిదం పూరాణతూురణముదచ్యతే  
పూరణసయ  పూరణ మాదాయ పూరణమేవావసిష్యతి   
 
“పూరణ” అంటే అనంతం అని అనవయించుకుంటే, దీని అరాం  “అది పూరణం. ఇది కూడా పూరణం. ఈ  
పూరణం నుండి ఆ పూరణం వచచంది. పూరణం నుండి పూరాణనిన తీసేసేా మిగిలేది పూరణం.”  ఇదే కేంట్రు 
అనంతానికి ఇచచన లక్షణం.   
రామానుజన్ సేనహతులలో ఈ అనంతం కూడ ఉంది. ఈ అనంతం గురించ రామానుజన్ కి 
తెలిసినంత మరవవరికీ తెలియదంటారు! కాని అనంతాల శ్రేణిని గురించ కేంట్రు కనిపెటిని 
విష్యాలు రామానుజన్ కి ఇండియాలో ఉనన రోజులలో తెలిసి ఉండకపోవచుచ. 
ఆధారాలు:  

1. Conway, J. H. and Guy, R. K. , The Book of  Numbers, Springer-
Verlag, New York, 1996  

2. Robert Kanigel, THE MAN WHO KNEW INFINITY: A Life of the 
Genius Ramanujan, Scribner’s hardcover, 1991  
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5. జంట సంఖ్యలు (Complex Numbers) 
 
ఇప్పుడు మరొక రకం సంఖ్యల అవసరం ఎలా వస్తందో తెలుస్కందం. నిజ (వాసతవ) రేఖ్ మీద 
గుర్తత పెటటగలిగే సంఖ్యలని నిజ (వాసతవ) సంఖ్యలు అంటార్త. నిజ రేఖ్ మీద ఒక చోట ఒక చుకక పెట్టట 
అకకడ 0 వేసి, అకకడనండి, కొలబదద సహాయంతో 1, 2, 3, ..... అనకంటూ ఓపిక ఉన్నంత సేప్ప 
కడిపకకకి జర్తగుతూ చుకకలు పెట్టటకంటూ పోవచుు. స్న్న నండి ఎడం పకకకి జర్తగుతూ -1, -
2, -3,..... అనకంటూ కూడ చుకకలు పెటటగలం. అలాగే ½, 2/3, అనకంటూ మన్కి తోచిన్ 
నిష్ు సంఖ్యల (rational numbers) ఉనికిని గుర్తత పెటటవచుు. నిష్ుత్తత రూపంలో రాయడానికి 
కదరని √2 వంట్ట అనిష్ు సంఖ్యలని (irrational  numbers), 𝜋, e, మొదలైన్ లోకోతతర 
సంఖ్యలని (transcendental numbers) ని   కూడ ఈ నిజ రేఖ్ మీద గుర్తంచవచుు. 
 
5.1 కలున్ సంఖ్యలు (Imaginary Numbers) 
 
కాని కొనిన సందరాాలలో – ప్రత్యయకించి సరవసాధారణంగా ఎదురయ్యయ వరగ సమీకరణాలని పర్ష్కర్ంచే 
సందరాాలలో కూడ - ఋణ సంఖ్యలకి వరగమూలం త్తయయవలసిన్ అవసరం వస్తత ఉంట్టంది. 
ఉదహరణకి x2 +2x + 2 = 0 అనే వరగ సమీకరణం యొకక రండు మూలాలు (roots) లేద 
శూన్యసాానాలు (zeros) లెకక కట్టటటప్పుడు (√−4) అనే గణిత ప్రక్రియ (అంట్ట, ఋణ 4 కి 
వరగమూలం త్తయయడం)  చెయయవలసిన్ అవసరం వస్తంది. ఇంతకీ (√−4) అంట్ట ఏమిట్ట? అన్గా, ఏ 
రండు సరవసమాన్మైన్ సంఖ్యలని గుణిసేత ఫలితం (- 4) అవుతంది? ఇది అసంభవమైన్ పని, 
ఎందుకంట్ట రండు సరవసమాన్మైన్ సంఖ్యలని (రండూ ధన్ అయినా, రండూ ఋణ అయినా) వాట్టని 
గుణిసేత వచేు సమాధాన్ం ఎలలప్పుడు ధన్ సంఖ్యయ అవుతంది కద. అంట్ట ఋణ సంఖ్యకి వరగమూలం 
త్తయయడం అనే పని అసంభవం. కాని ఇలా ఋణ సంఖ్యకి వరగమూలం త్తయయవలసిన్ పని తరచు 
ఎదురవుతూ ఉంట్టంది. కాని నిజ రేఖ్ మీద తారసపడే సంఖ్యలలో ఈ రకం లక్షణం ఉన్న సంఖ్యలు 
లేవు. లేద, ఈ రకం సంఖ్యలకి నిజ రేఖ్ మీద చోట్ట లేదు. పూరవం సంకలన్ం, వయవకలన్ం, 
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గుణకారం, భాగారం చేసిన్ప్పుడు ఎదురయిన్ సంవృతం (closure) లాంట్ట పర్సిాత్త కాదు ఇది. 
అంతకంటె విష్మమైన్ది. 
 
ఈ పర్సిాత్తని ఎదుర్కకడానికి మన్కి కొతత జాత్త సంఖ్యలు కావాలి. వాట్టకి ఏ లక్షణం ఉండాలి? అనిన 
విధాలా సరవసమాన్ంగా ఉన్న రండింట్టని తీస్కని గుణిసేత ఋణ సంఖ్య రావాలి. అదీ మన్ 
గంత్యలమమ కోర్క. ఎలా ఈ కోర్క తీరుడం? 
 
5.2 జంట సంఖ్యలు (Complex Numbers) 
 
ఇకకడ ఉపమానానికి ఒక కట్టట కథ చెబుతాన. పూరవం ఒక రైత ఉండేవాడు. అతనికి సతయం అనే 
మగ పిలాలడు ప్పట్టటడు.  అతన ఆ రైతకి చేదోడు, వాదోడుగా ఉంట్టనానడు. సతయం పెదదయ్యయక ఇలుల 
బోసిగా కనిపించడం మొదలు పెట్టటంది. ఇంట్లల పిలలలుంట్ట బాగుంట్టంది కద అని కొడుకకి పెళ్లల 
చేసేడు. కోడలు కలున్ కాప్పరానికి వచిుంది. మర్క ఇంట పెర్గిన్ పిలల కద; ఆమె ధోరణే వేర్త. 
కొడుక “ఎడ్డం” అంట్ట కోడలు “తెడ్డం” అనేది. పిలలని ఇంట్లలంచి పొమమందమా అంట్ట ముసలాడికి 
మన్వలు కావాలి. కనక ఆ ముసలాడు కొడుకకీ కోడలికీ మధయ ఒక ఒపుందం కదిరేుడు. ఇంట్లల ఏ 
నిరణయం చెయయవలసి వచిునా కొడుక సతయం స్తచించిన్ దిశలో కాకండా, కోడలు కలున్ 
స్తచించిన్ దిశలో కాకండా,  ఇదదర్ మాటా చెలులతూన్నట్టల అనిపించేలా, మధ్యయమారగం 
అవలంబంచడం మొదలు పెట్టటర్త. అంట్ట, ఇట్టపైన్ ఏకాభిప్రాయ్యనికి బదులు "జంటాభిప్రాయం" 
అమలులోకి వచిుంది. 
 
పైన్ చేస్కన్న ఒపుందనిన ఒక బొమమ రూపంలో చిత్రంచుకందం. కొడుక సతయం 
ఇష్టటఇష్టటలనినట్టని ఒక గీత మీద చుకకలుగా ఊహంచుకందం. ఇది "సతయ రేఖ్." కోడలు ధోరణే 
వేర్త కనక ఆవిడ ఇష్టటఇష్టటలు ఈ సతయ రేఖ్ మీద కన్బడవు, ఇమడవు. అందుకని ఆమె కోసం మరొక 
గీత గీదదం. దనికి మరొక పేర్త పెటాటలి కద? దనికి  “కలున్ రేఖ్” అని పేర్త పెడదం. కొడుక 
ఇష్టటఇష్టటలనినట్టని సతయ రేఖ్ మీద చుకకలుగా ఊహంచుకన్నట్టల కోడలి ఇష్టటఇష్టటలనినట్టని “కలున్ 
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రేఖ్” మీద చుకకలుగా ఊహంచుకందం. ఇప్పుడు ఇంట్లల ఏ నిరణయం చెయయవలసి వచిునా కొడుక, 
కోడలు అభిప్రాయ్యలు వెలిబుచుుతార్త. కొడుక అభిప్రాయ్యనిన (3) అందం. కోడలి అభిప్రాయ్యనిన 
(4) అందం. ఇప్పుడు "జంట అభిప్రాయం" కావాలంట్ట సతయ రేఖ్ మీద, కడి వైప్ప  3 అడుగులు వేసి, 
కలున్ రేఖ్ మీద 4 అడుగులు ఎగువకి వెళ్లలలి. ఇదే విధంగా జంట అభిప్రాయం (-2, 5) అంట్ట సతయ 
రేఖ్ మీద వెన్కిక రండడుగులు వేసి, కలున్ రేఖ్  మీద ఎగువకి 5 అడుగులు వెయ్యయలి. అదీ నియమం. 
 

 
బొమమ 5.1 సతయ రేఖ్ (x ), కలున్ రేఖ్ (y), జంట అభిప్రాయ్యలు (x, y) 

 
చూసేరా! నిజ “రేఖ్” మీద కడి వైప్ప, ఎడమ వైప్ప మాత్రమే ప్రయ్యణం సాధయం. ఇప్పుడు మన్ం 
సృష్టంచిన్ కలున్ “తలం” మీద తూర్తు, పడమర, ఉతతర, దక్షిణ దిశలలోనే కాకండా లెకక 
పెటటలేన్నిన దిశలలో ప్రయ్యణం చెయయవచుు. ఏకాకిగా బత్తకిన్ సతాయనికి రండే రండు దిశలు శరణయం 
అయిత్య ఏకాకిగా బత్తకిన్ ర్కజులోల కలున్కి కూడా రండే దిశలు శరణయం అయ్యయి. ఇప్పుడో? 
పెళ్లయిన్ తర్తవాత వార్కి దొర్కిన్ జంట అవకాశాలు అన్ంతం. కనక వార్ర్తవుర్త కలసి 
నిర్మంచుకన్న ఈ జంట తలం, ఈ కలున్ తలం, వార్ ఊహా సవరగమే. తన్ ఊహకి మించిన్ సవరాగనిన 
చవి చూస్తంది కనక కలున్ తన్ పేర్త మీదుగా ఉన్న కలున్ రేఖ్ని "ఊహా రేఖ్" అని కూడ పిలుస్తత 
ఉంట్టంది. 
 
మన్ ఉపమాన్ం పూర్త అయింది. ఇప్పుడు నిజ రేఖ్ నిజ సంఖ్యలకి సాావరాలుగా వాడదం. నిజ రేఖ్ 
మీద ఇమడని √−1, √−2, వంట్ట అసాధారణ సంఖ్యలకి ఊహా రేఖ్ మీద సాావరాలు కలిుదదం. రాత 
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సౌలభయం కొరక √−1= i  అనినిన, √−2 = 2i అనిన్నన అనకంటూ కలునా రేఖ్ మీద సాావరాలని 
స్తచిదదం. ఈ అసాధారణ సంఖ్యలని, కలున్ గౌరవారాం, కలున్ సంఖ్యలు, లేద ఊహా సంఖ్యలు 
(imaginary numbers) అని అందం. ఈ రండింట్టని కలిపి "జంట సంఖ్యలు" (complex 
numbers) అందం. ఈ జంట సంఖ్యలలో ఏవి సతాయనివో, ఏవి కలున్వో అనమాన్ం లేకండా 
చెపుడానికి కలున్ రేఖ్ మీద సంఖ్యలనినట్ట ముందు i అనే అక్షరం చేర్తుదం. ఈ పదధత్త ప్రకారం (3, 
- 4i) అంట్ట 3 అడుగులు నిజ రేఖ్ మీద కడి వైప్ప వేసి, అకకడ నండి 4 అడుగులు కలున్ రేఖ్ మీద 
దిగువకి వెళ్లలలి అని అరాం.  
 
మన్ దురదృష్టం కొదీద ఇంగీలషులో "ఇమేజిన్రీ," "కాంపెలక్స్" వంట్ట కిలష్టమైన్ పదలు వాడి మన్కి 
భయం ప్పట్టటంచేర్త కాని "నిజ సంఖ్యలు" లో ఎంత వాసతవం ఉందో "కలున్ సంఖ్యలు" లోనూ అంత్య 
వాసతవం ఉంది. సతయం ఎంత వాసతవమో, కలున్ అంత్య వాసతవం. మన్వాళ్లల ఇంగీలషులో ఉన్న 
complex numbers ని యథాతథంగా అనవదించి వీట్టని “సంకీరణ సంఖ్యలు” అన్మనానర్త. 
వీట్టలో సంకీరణత ఏముంది? నిజానికి నిజ (వాసతవ) సంఖ్యలలో “వాసతవతవం” ఏమీ లేదు, కలున్ 
(imaginary) సంఖ్యలలో “కలున్” ఏమీ లేదు. ఇంగీలషు వాడుకలో complex, real, 
imaginary అనేవి పాతకపోయ్యయి. వీట్టకి సమానారాకమైన్ తెలుగు మాటలు తయ్యర్త 
చేస్కనేటప్పుడు  వాట్ట సవరూప, సవభావాలకి అనగుణంగా పేర్తల పెట్టటకందం. 
 
ఇదీ జంట బీజగణితానికి నాంది. ఆడదని ప్రాప్ప లేకండా మగాడు దమిమడీకి కూడ ఎలా చెలలడో అదే 
విధంగా కలున్ అక్షం సహాయం లేకండా కేవలం నిజ అక్షానిన పట్టటకని వేలాలడుతూ కూర్తుంట్ట 
చెయయవలసిన్ పనలు చెయయడం కష్టం. 
 
ఇప్పుడు మన్ం నిర్మంచిన్ జంట తలం (complex plane) ఎలా ఉంట్టందో చూదదం. (బొమమ 5.2 
చూడండి). ఎడమ నండి కడికి వెళ్లల గీతని నిజ అక్షం(real axis) అందం. దీనికి లంబ దిశలో 
అడుగునండి పైకి వెళ్లల గీతని కలున్ అక్షం (imaginary axis) అందం.  మన్కి ఎదురయ్యయ 
సంఖ్యలు నిష్ు సంఖ్యలు కాని, అనిష్ు సంఖ్యలు కాని అయిత్య వాట్టకి ఈ నిజ అక్షం మీద ఎకకడో ఒక 
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చోట సాావరం దొర్తకతంది. మన్కి ఎదురయ్యయ “జంట సంఖ్య” (complex number) z  అయిత్య 
దని సాావరం “జంట తలం” లో ఎకకడో ఒక చోట ఉంట్టంది.  అది ఎకకడ ఉంట్టంది? జంట సంఖ్య 
z లో సతయం పాలు x, కలున్ పాలు y అయిన్ప్పుడు z = (x , i y ) లేద z = x + i y రాసాతర్త.  
 

 
 

బొమమ 5.2 జంట తలంలో ఒక జంట సంఖ్య z ని స్తచించడం  
 

5.3 రామానజన్, జంట సంఖ్యలు  
 
రామానజన్ ఇంగలండు వెళ్లక పూరవం ఆయన్కి ఈ జంట సంఖ్యల ఉనికి తెలిసి ఉన్నట్టల దఖ్లాలు 
లేవు; ఋష్యశృంగుడు లా అయన్ నిజ రేఖ్ మీద కన్బడే నిజ సంఖ్యల మధయనే బత్తకేడు. జీటా 
ప్రమేయం విలువ కట్టటన్ప్పుడు కూడ ఆయన్ ఋణ నిజ రేఖ్ మీద విలువలనే లెకకలోకి తీస్కన్నట్టల 
కనిపిస్తంది. అంట్ట రామానజన్ “ఆయిలర్ జీటా  ప్రమేయ్యనిన” మళ్లల  సంతంగా కనిపెట్టట నిజ రేఖ్ 
మీద దని లక్షణాలని గుర్తంచేర్త.  కాని ఇదే ప్రమేయ్యనిన రీమాన్ జంట తలానికి అనవర్తంపచేసేరన్న 
విష్యం రామానజన్ కి తెలియక పోవడం మన్ దురదృష్టం. ఈ కారణం వలల రామానజన్ 
ఇండియ్యలో ఉండగా ప్రధాన్ సంఖ్యల మీద చేసిన్ పర్శోధన్ అంతా ఒక విధంగా “కంచి గర్తడ 
సేవే” అయిపోయింది.  
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6. అర్ధగర్భితమైన శో్లకాలు 
 
మన దైనందిన జీవితంలో సంఖ్యలని సూచంచటానికి జోడీ, పంజీ, చెయ్యయ, పష్కర్ం అని వాడినట్ల ో
మన అలంకార్, ఛందో తత్వ శాస్త్రాలలో, ఎన్నో సందర్భిలలో, సంఖ్యలని స్పుర్భంప చెయ్యటానికి 
సంకేతాలు వాడేవారు. ఆకాశం శూన్యయనికి సంకేతం. సూరుయడు, చంద్రుడు, భూమి ఒకటికి 
సంకేతాలు. నేత్రాలని రండుకి సంకేతంగా వాడేవారు. ‘హిమకర్భంగ వియ్త్ శశి’ అనో సమాస్త్రనేో 
తీస్పకందం. హిమకరుడు చంద్రుడు కనుక ఆ మాట ఒకటికి సంకేతం. అంగాలు ఆరు. వియ్త్ 
అనగా ఆకాశం కనుక అది స్పనోకి గురు్. మళ్ళా శశి అంట్ల చంద్రుడు కనుక అది మరొక ఒకటి. 
కనుక ఇంత వర్క 1601 వచ్చేయ్య, కాని కథ పూర్భ్ కాలేదు. భాష్ ని ఎడమ నుండి కడికి 
చదువుతాము కాని సంఖ్యల విలువ కటటవలసి వచేనపుడు, ‘అంకాన్యం వామతః గతః’ అన్యోరు 
కాబటిట సంఖ్యల విలువ ఎడమకి వెళుతూనోకొద్ద ీపెరుగుతంది. కనుక  ‘హిమకర్భంగ వియ్త్ శశి’ 
అనే సమాస్త్రనిో తర్గేసి ర్భస్త్  1061 అవుతంది. ఇలాగే ‘మునివస్పనిధి’ అంట్ల 987 అవుతందని 
చదువరులే గ్రహించగలరు. 
 
ఇలా అంకెలకి బదులు అక్షర్భలు య్వనులు కూడ ర్భస్తరు కాని, ఈ పదధతని ఒక పతాక స్త్రాయ్యకి 
లేవనెత్ంది భార్తీయులే. పెద ీపెద ీఅంకెలని కదించ చనో చనో మాటలలో చెపుటంలో మన 
పూరుులు దిటటలు.  
 
కాగితాలు, ముద్రణా య్ంత్రాలు లేని రోజులలో మన విజ్ఞాన సంపదని తర్తర్భల పాటు కాపాడి మన 
పూరుులు మనకి అందించ్చరు. మరే ‘టెకాోలజీ’ లేని రోజులలో శాస్త్రానిో కంఠతా పటటటం ఒకకట్ల 
వార్భకి తెలిసిన మార్గం. మన వర్భాశ్రమ ధర్మంలో ఇలా కంఠతా పట్లట పనిని బ్రాహ్మణులకి అపుగించ్చరు. 
కొంతమంది బ్రాహ్మణ బాలురు జీవితాంతం చెయ్య వలసిన పని ఇదే. వాళ్ాని ‘లివింగ్ ర్భకార్డర్స్’ అన్న, 
సజీవ గ్రంధాలయాలు అన్న అన్యో అది అతశయోకి్ కానేర్దు. వాళుా కంఠసాం చ్చస్త శ్లోకాలు వార్భకి 
అర్ధం అయ్యతే మరీ మంచది; కాని అర్ధం అవకకర్ లేదు. (ముద్రాపకడికి ముద్రంచ్చ విష్యాలన్నో 
అర్ధం అవుతాయా?) సుర్ం తపుకండా, శబ ీదోష్ం లేకండా కంఠతా పటటటం, తర్భుత అదే 
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విష్య్ం శిష్యయలకో, కొడుకలకో నేర్ుటం. వీళు ోశ్లకోాలు ఇలా వలో్ల వేసూ్ కూరుేంట్ల కడుప 
నిండేదెలా? అందుకని ఈ కంఠోపాఠం చ్చస్త సంప్రదయానిో (‘ఓర్ల్ ట్రేడిష్న్’) ని ర్క్షంచటానికి 
ర్భజులు బ్రాహ్మణులని పోషంచటం మొదలు పెట్లటరు. ఇలా కొనిో శతాబాలీపాటు ఆక్షేపణ లేకండా 
జర్భగింది. 
 
తర్భుత తాళ్పత్రాల మీద ఘంటంతో ర్భయ్టం నేరుేకన్యోరు. తాళ్పత్ర గ్రంథాలతో ‘ఇంటింటా 
సంత గ్రంథాలయ్ం’ నిర్భమంచటానికి అవకాశాలు తకకవ. కనుక ర్భత వాడుకలోకి వచేన తర్భుత 
కూడ కంఠసాం చెయ్యటం అనే ప్రక్రియ్ మన విదయ విధానంలో ఒక ముఖ్యంశం అయ్యపోయ్యంది. 
 
వచన్యనిో కంఠసాం చెయ్యటం కనో పదయనిో కంఠసాం చెయ్యటం తేలిక. అందుకనే ఆర్యభటుట, 
భాసకర్భచారుయలు మొదలైనవార్ంతా గణితానిో కూడ శ్లోకాలలోనే ర్భస్తరు. జ్ఞాపకం పెటుటకోడానికి 
పదయంలో బిగుత ఉండాలి. విశాలమైన భావానిో కపో్ంగా పదయ పాదలలో ఇర్భకించగలిగే స్థామత 
ఉండాలి. అందుకని మన వాళు ోఒక సంక్షప్ లిపి (code) ని తయారు చ్చస్పకన్యోరు. గణితశాస్త్రం 
లోని స్పనిశితమైన విష్యాలని ముందు సంక్షప్ లిపి లోనికి మార్భే, దనిని చందస్ప్క సర్భపడా పదయ 
పాదం లోనికి ఇర్భకించ్చసర్భకి దని లోని గూఢార్ధం మనబోటి అర్ికలకి అందుబాటులో లేకండా 
పోయ్యంది. అంతే కాని, విదయని, విజ్ఞాన్యనిో ర్హ్సయంగా దచాలనే దురుుదిధ మన సంసకృతలో ఎపుడూ, 
ఎకకడా లేదు. 
 
మన పర్భతన గ్రంథాలలోని మూల భావం కూలంకష్ంగా అరా్ం చ్చస్పకోవాలంట్ల వాయకర్ణ సూత్రాలు 
అర్ధమైనంత మాత్రాన సర్భపోదు. వారు కాచ వడపోసిన సూత్రాలలోని అంతర్భర్ధం కూడ అర్ధం 
కావాలి. ఇలా గూఢ భాష్లో, సంక్షప్ లిపిలో ర్భయ్టం కంఠోపాఠానికి అనుకూలిస్ప్ందనే చ్చస్తరు 
తపు విదయని నలుగుర్భకి పంచపెడితే శేముష్య సంపద (intellectual property) కి నష్టం 
వస్ప్ందని కాదు. ఇలా శేముష్య సంపద వంటి ఊహ్లు ఎవర్భ పర్రెలోనైన్య పడితే వార్భని నిరుతా్హ్ 
పర్చటానికా అనోటోు, ‘తనకి వచేన విదయని శిష్యయలకి బోధించని గురువు మరుసటి జనమలో బ్రహ్మ 
ర్భక్షస్పడు అవుతాడు’ అనే లోక ప్రవాదం లేవద్దస్తరు. 
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ఈ నేపధయంలో ఆర్యభట్టటయ్ం లోని పనెోండవ శ్లకోానిో కొంచెం పర్భశీలిదీం: 
 
మఖీ భఖీ ఫఖీ ధఖీ ణఖీ ఙఖీ 
ణఖీ హ్సఝ సకకీ కిష్గ ఘకీ కిఘు 
ఘోకీ కిగ్ర హ్కయ ధకీ కిచ 
సగష్జ ణు క ోప్ ఫ చ కళ్ళర్ధ జ్ఞయ 
 
ఈ శ్లోకంలో ఆఖ్ర్భ పదం ఒకకట్ల సంసకృతం; మిగిలిన 24 పదలూ 24 శబ ీసముదయాలు. వాటికి 
భాష్లో అర్ధం లేదు. వీటిలో ప్రత శబ ీసముదయ్మూ ఒక అంకెని కాని, సంఖ్యని కాని సూచస్ప్ంది. 
ఈ అంకెలన్నో ‘జ్ఞయ’ అనే రేఖ్గణిత భావానిో నిర్ుచంచటానికి ఉపయోగపడతాయ్య. మనం ఈ 
రోజులలో త్రిగుణమాత్రుకం (trigonometry)  లో వాడే ‘సైన్’ (sine) యొకక నిర్ుచనం ఈ 
శ్లోకంలో గూఢమైన పదధతలో నిబిడీకృతమై ఉంది. ఈ పదధత కూడ ఆర్యభట్లట ప్రవేశపెటిట ఉండొచ్చే. ఈ 
శ్లోకం అర్ధం చ్చస్పకోవాలంట్ల కొంచెం శ్రమ పడాలి. 
 
6.1 కటపయాది సూత్రం  
 
తెలుగు లోనూ, సంసకృతం లోనూ 25 హ్లుోలని ఐదు వర్భగలుగా విడగొటిట ర్భస్త్ర్ం కద. 
 
క, ఖ్, గ, ఘ, ఙ: ఇవి క-వరుగ. 
చ, ఛ, జ, ఝ, ఞ: ఇవి  చ-వరుగ. 
ట, ఠ, డ, ఢ, ణ: ఇవి ట-వరుగ. 
త, థ, ద, ధ, న: ఇవి త-వరుగ. 
ప, ఫ, బ, భ, మ: ఇవి ప-వరుగ. 
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ఈ 25 హ్లుోలకి 1, 2, 3, …, 25 అనే విలువలు ఆపాదిదీం. ఇదే విధంగా య్ లగాయ్త హ్ 
వర్క ఉనో య్, ర్, ల, వ, శ, ష్, స, హ్ లకి 30, 40, 50, 60, 70, 80 90, 100 అనే విలువలు 
ఆపాదిదీం. 
 
ఇక మిగిలిపోయ్యనవి సంసకృతం లోని అచ్చేలు. వీటి విలువలు ఈ దిగువ చూపిన విధంగా ఇదీం. 
(ఇకకడ 1003 అంట్ల 100 ని 3 స్త్రరు ోవేసి గుణించగా వచేన లబీం అని అరా్ం. 1000 యొకక 
విలువ 1 అని నిర్ుచనం.) 
 
అ, ఆ: 1000 = 1 
 
ఇ, ఈ: 1001 = 100 
 
ఉ, ఊ: 1002 = 10,000 
 
ఋ, ౠ: 1003 = 1,000,000 
      
ఌ, ౡ: 1004     = 1 తర్భుత 8 స్పనోలు 
    
ఏ:  1005 = 1 తర్భుత 10 స్పనోలు 
 
ఐ:    1006 = 1 తర్భుత 12 స్పనోలు 
 
ఓ:    1007 = 1 తర్భుత 14 స్పనోలు 
 
ఔ:    1008 = 1 తర్భుత 16 స్పనోలు 

32



 
ఈ పదధతలో ల్లకక పెటటటం ఎలాగో చూదీం. ముందుగా గుణింతాలని పర్భశీలిదీం. (ఇకకడ * గురు్ 
గుణకార్భనికి చహ్ోం.) 
 
క = క*అ = 1 * (1000) = 1 
 
కి = క*ఇ = 1* (1001) = 100 
 
గు = గ*ఉ = 3 * (1002) = 30,000 
 
ఇపుడు దిుతాుక్షర్భలని పర్భశీలిదీం. 
 
గో = గ + న = 3 + 20 = 23 
 
గుో = (గ + న) * ఉ  = 23 * (1002) = 230,000 
 
ఖ్యయ-ఘృ = ఖ్యయ + ఘృ = (2 + 30) * (1002) + 4 * (1003) = 4, 320,000 
 
ఇలా అంకెల స్త్రానంలో అక్షర్భలు వాడి, ఆ అక్షర్భలతో మాటలు పేర్భే, ఆ మాటలతో శ్లోకాలు కూర్భే, 
ఆ శ్లోకాలని కంఠసాం చ్చసి, మన వాళుా వాళ్ాకి తెలిసిన పర్భజ్ఞాన్యనిో మనకి అందించ్చరు. 
ఇంతా విశద్దకర్భంచ పైన చూపిన శ్లోకం యొకక అర్ధం చెపుక పోతే ఏమి బాగుంటుంది? ఒక 
వృత్ంలో న్యలగవ భాగానిో తరీయ్ం అంటారు. ఇంగో్లష్యలో ‘కాుడ్రంట్’ (quadrant). ఈ తరీయ్ం 
లో ఉనో 90 డిగ్రీలని 24 సమ భాగాలు చ్చస్త్ ఒకొకక భాగం 3.75 భాగలు (జోయతష్ శాస్త్రంలో వచ్చే 
‘భాగ’ అనో మాట ఇంగో్లష్యలోని ‘డిగ్రి’ కి సమాన్యరా్కం). ఈ 3.75 భాగలని 60 పెటిట గుణిస్త్ 225 
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నిమిషాలు వస్త్ర్య్య, అవున్య? (1 డిగ్రీ = 60 నిమిషాలు, 1 నిమిష్ం = 60 సెకండోు అనేది కోణ 
మానం.) 
 
ఇపుడు మన శ్లోకం లోని మొదటి మాట ‘మఖీ’ విలువ ఎంతో ల్లకక కడదం. 
 
మఖీ = 25 * (1000) + (2*100) = 225. 
కనుక మఖీ అంట్ల 225, లేద ఒక వృత్ం లోని తరీయ్ంలో 24 వ వంత. ఇలాగే శ్లోకం అంతా 
ఓపిక పటిట చదువరులు అర్ధం చ్చస్పకంటార్ని ఆశిస్ప్న్యోను. ఇలాగే వేదలలో ఉనో మంత్రాలు కూడ  
అరా్ గర్భితాలు. ఈ సూక్షమం కూడ పర్భశ్లధన చ్చసి కనుకోక వచ్చే. 
ఆధార్భలు: 

1. RoddaM Narasimha, “Science in Terse Verse,” Nature, 414:851, 2001 
2. వేమూర్భ వేంకట్లశుర్ర్భవు, “అంకెలు-సంఖ్యలు: అర్ధగర్భుతమైన శ్లోకాలు,” ఈమాట, జూలై   

2001, http:eemaata.com/ 
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7. రామానుజన్ నుుండి భార్గవ దాకా 
 
దారిన పోయే దానయ్యని ఆపి ‘అయిన్ స్టయిన్  ఏమిటి చేసేడయ్యయ?’ అని అడిగితే మూడుంతులు 
స్రైన స్మాధానమే రావచ్చు. కానీ, రామానుజన్ ఏమిటి చేసేడుంటే - ఒక్క టేక్సీ క్థని మినహాయిుంచి 
- సామానుయలు ఎవవరూ  స్రి అయిన స్మాధానుం చెప్పలేరు. 
 
రామానుజన్ అుంకెలతో చేసిన అనేక్మైన గార్డీలలో ఒక్ దానిని నలుగురిక్స అర్ధుం అయే రీతిలో 
చెప్పటానికి ప్రయ్తిిసాాను. ముందస్తాగా 1, 4, 9, 16, 25 36, మొదలైన స్ుంఖ్యలతో క్థ మొదలు 
పెడతాను. ఏ ఉనిత పాఠశాల విదాయరిధ అయినా స్రే ఈ స్ుంఖ్యలలో బాణీని ఇటేట ప్సిగట్ట గలదు. 
వీటిని వరుగ స్ుంఖ్యలు (square numbers) అుందాుం. ఎుందుక్ుంటే ఇవి 1, 2, 3, 4, 5, 6, మొదలైన 
స్ుంఖ్యలని వరీగక్రిుంచగా (అుంటే, ఒక్ స్ుంఖ్యని దాని తోటే గుణుంచట్ుం) వచిున స్ుంఖ్యలు క్నుక్. 
వీటినే కొనిి స్ుందరాాలలో చదర్పు స్ుంఖ్యలు అని కూడా అనట్ుం క్దుు. ఈ వరుగ స్ుంఖ్యలకి ఉని 
ప్రతేయక్త ఏమిటో చిని ఉదాహర్ణ దావరా వివరిసాాను. మీకు తోచిన పూర్ణ స్ుంఖ్య (integer) ని 
తీస్తకొుండి. ఈ పూర్ణ స్ుంఖ్యని కొనిి వరుగ స్ుంఖ్యల మొతాుంగా రాయొచ్చు. ఉదాహర్ణకి: 10 = 1 + 1 
+ 4 + 4. మరొక్ ఉదాహర్ణ: 30 = 1 + 4 + 9 + 16. 
 
సా. శ. 1770 లో ఫ్రుంస్త దేశపు గణత శాస్త్రవేతా జోసెఫ్ లుయీ లగ్రుంజ్ ఒక్ సిదాధుంతానిి 
ప్రవచిుంచి ఋజువు చేశారు: ప్రతి ధన పూర్ణ స్ుంఖ్య (positive integer) తనుంత తానుగా ఒక్ వరుగ 
స్ుంఖ్య అయినా అయి ఉుండాలి, లేదా రుండు కాని, మూడు కాని, నాలుగు కాని వరుగ స్ుంఖ్యల 
మొతామయినా అయి ఉుండాలి. ఎటిట ప్రిసిితులలోనూ నాలుగు వరుగల మొతాుం (x2 + y2 + z2 + t2) 
మిుంచి అవస్ర్ుం ఉుండదు. (ఇక్కడ x2 అుంటే x ని రుండు సారుు వేసి గుణుంచట్ుం అని అరి్ుం.) 
 
 
లగ్రుంజ్ ప్రవచిుంచిన వయక్సాక్ర్ణుం (expression)  లో ఉని (x2 + y2 + z2 + t2) వుంటి గణత 
రూపానిి వరుగ రూప్ుం  (quadratic form) అుంటారు. ఈ వరుగ రూపాల స్వభావుం అర్ధుం అయిన 
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వుంబడి, ధన పూర్ణ స్ుంఖ్యలని అభివరిణుంచటానికి ఇటువుంటి వరుగ రూప్ుం ఇదొక్కటేనా లేక్ ఇుంకా 
ఉనాియ్య అని అనుమానుం రానే వచిుుంది. రావట్ుం అుంటే వచిుుంది కాని ఈ స్మస్యకి ప్రిష్కకర్ుం 
ఉుందో లేదో ఒక్టినిర్ శతాబాుల వర్కూ ఎవవరిక్స తెలియ్లేదు. 
 
ఇుంతలో, 1916 లో, శ్రీనివాస్ రామానుజన్ “ఇదొక్కటే కాదు. ఇటువుంటి వరుగ రూపాలు మొతాుం 53 
ఉనాియి” అని వాటి జాబితా రాసి ఇచేుసేడు! ఉదాహర్ణకి ప్రతి స్ుంఖ్యని ఒక్ వరుగ, రుండిుంతల వరుగ, 
మూడిుంతల వరుగ, నాలుగిుంతల వరుగల మొతాుం  (1. x2 + 2. y2 + 3. z2 + 4. t2) గా 
రాయ్వచునాిరు ఆయ్న. కుతూహలుంతో కుతకుత లాడే ప్రాణులకి ఈ 53 రూపాలూ ఈ దిగువ 
ప్టిటక్లో చూపెడతాను. ఈ ప్టిటక్లో వాడిన గణత వయక్సాక్ర్ణుం  (a.x2 + b.y2 + c.z2 + d.t2) 
అనుకుుంటే ఇుందులో a, b, c, d ల విలువలు ఎలా ఉుంటాయో వరుస్గా చూపిుంచేను. 
 
[1, 1, 1, 2], [1, 1, 1, 3], [1, 1, 1, 4], [1, 1, 1, 5], [1, 1, 1, 6], [1, 1, 1, 7], 
 
[1, 1, 2, 2], [1, 1, 2, 3], [1, 1, 2, 4], [1, 1, 2, 5], [1, 1, 2, 6], [1, 1, 2, 7],  
[1, 1, 2, 8], [1, 1, 2, 9], [1, 1, 2, 10], [1, 1, 2, 11], [1, 1, 2, 12], [1, 1, 2, 13], 
[1, 1, 2, 14], 
 
[1, 1, 3, 3], [1, 1, 3, 4], [1, 1, 3, 5], [1, 1, 3, 6], 
 
[1, 2, 2, 2], [1, 2, 2, 3], [1, 2, 2, 4], [1, 2, 2, 5], [1, 2, 2, 6], [1, 2, 2, 7], 
 
[1, 2, 3, 3], [1, 2, 3, 4], [1, 2, 3, 5], [1, 2, 3, 6], [1, 2, 3, 7], [1, 2, 3, 8],  
[1, 2, 3, 9], [1, 2, 3, 10], 
 
[1, 2, 4, 4], [1, 2, 4, 5], [1, 2, 4, 6], [1, 2, 4, 7], [1, 2, 4, 8], [1, 2, 4, 9],  
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[1, 2, 4, 10], [1, 2, 4, 11], [1, 2, 4, 12], [1, 2, 4, 13], [1, 2, 4, 14], 
 
[1, 2, 5, 6], [1, 2, 5, 7], [1, 2, 5, 8], [1, 2, 5, 9], [1, 2, 5, 10]. 
 
ఇదే విషయ్యనిి ఈ దిగువ బొమమలో కూడ చూపెడుతునాిను. 
 

 
బొమమ 7.1 రామానుజన్ ఇచిున వరుగ రూపాల జాబితా 

 
రామానుజన్ సాధుంచిన ఫలితుం అవగాహన కాగానే గణతకులకి మరొక్ స్మశయ ఎదురైుంది. మన 
మేధకి మరొక్ వరుగ రూప్ుం స్తపరిుంచిుందని అనుకుుందాుం. ఈ వరుగ రూప్ుం తపోప, ఒపోప ఎలా 
తేలుట్ుం? అుంటే ఆ రూపానిి ఉప్యోగిుంచి పూర్ణ స్ుంఖ్యలనిిటిని రాయ్గలమో లేమో ఎలా తేలుట్ుం? 
పూర్ణ స్ుంఖ్యలు అనుంతుం క్నుక్ ఇది సైదాధుంతిక్ుంగా నిర్ణయిుంచ వలసినదే తప్ప ప్రాయోగిక్ ప్దధతులు 
ప్నికి రావు. 
 

37



ఈ ప్రశి అప్రిషకృతుంగా మొని మొనిటి వర్కూ ఉుండి పోయిుంది. అమెరికాలో ప్రిన్ీ‌ట్న్  
యూనివరిిటీలో ఉని ముంజుల్ భార్గవ, డూక్ యూనివరిీటీలో ఉని జోనథన్ హెనేక తో క్లసి, పైన 
చెపిపన జటిల స్మస్యకి అతి తేలికైన స్మాధానుం ఉుందని ఋజువు చేసేడు. భార్గవ తను సాధుంచిన 
ప్రిష్కకరానిి కొనిి సిదాధుంతాల రూప్ుంలో, డిసెుంబరు 2005 లో, రామానుజన్ జనమసి్లమైన  
కుుంభకోణుంలో, శాస్త్ర విశవవిదాయలయ్ుంలో జరిగిన అుంతరాాతీయ్ స్మావేశుంలో విజుుల ఎదట్ 
నిరూపిుంచి స్భికులని ఆశుర్య చకితులని చేశాట్ట! 
 
భార్గవ బాలయుం నుుండీ గణతుంలో ఉతాీహుం చూపెడుతూ వచ్చుట్ట. ఇతను 2001 లో ప్రిన్ీ‌ట్న్ లో పి. 
హెచ్. డి. చేసే రోజులలో మొదలు పెటిటన ప్ని పునాది అనుకుుంటే కుుంభకోణుంలో చదివిన ప్రిశోధన 
ప్త్రుం ఆ పునాది మీద క్టిటన మేడ. పునాదుల లోుంచి ఈ మేడ ఎలా లేచిుందో ఒక్ నఖ్ చిత్రుంలా మీ 
ముందు చిత్రిసాాను. 
 
మళ్లు మనుం చరిత్రలో కొుంచెుం వనకిక వళ్లాలి. జెర్మనీలో 1801 లో మహా మేధావి కార్లు ఫ్రీడ్రీక్ గౌస్ 
చేసిన ప్నిని ఆధార్ుంగా చేస్తకుని వరుగ రూపాల మీద ప్రిశోధన మొదలు పెటేటడు, మన భార్గవ. గౌస్ 
ప్ని చేసిన వరుగ రూపాలు  a.x2 + b.x.y + c.y2  మాదిరి ఉుంటాయి.  ఇటువుంటి రుండు వరుగ 
రూపాలని తీస్తకుని వాటిని స్ుంధుంచట్ుం మీద కొనిి స్ుంధ సూత్రాలని (composition laws) 
ప్రవచిుంచేరు గౌస్. స్ుంధుంచట్ుం అుంటే క్లప్ట్ుం లాుంటి ఒక్ ప్రక్రియే కాని క్లప్డుం కాదు. గౌస్ 
ప్రవచిుంచిన స్ుంధ సూత్రాలే బీజీయ్ స్ుంఖ్యయ శాస్త్రుం (Algebraic Number Theory) అనే ఒక్ 
కొతా పుుంతకి మార్గదరిి అయేయి. 
 
ప్రిన్ీ‌ట్న్ లో విదాయరిధ దశలోనే మన భార్గవ ఇటువుంటి స్ుంధ సూత్రాలని మరో ప్దమూడిుంటిని 
క్నుకుకనాిడు. క్నిపెట్టట్మే కాదు, గణత శాస్త్ర రీతాయ ఈ సూత్రాలు ఎలా ఉదావిుంచేయో కూడ 
ఋజువుతో స్హా చూపెటేటడు.  ఈ ప్ని ఫలితుంగా భార్గవకి ప్టాట ఇవవట్మే కాకుుండా 28 ఏళ్ా చిరుత 
ప్రాయ్యనికే ఆచ్చర్య ప్దవి (full professor) ఇచిు గౌర్విుంచిుంది, ప్రిన్ీ‌ట్న్. (బొమమ 7.2 
చూడుండి.) 
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బొమమ 7.2 ముంజుల్ భార్గవ 
 
ఇుంతక్స భార్గవ చేసిుందేమిటో చెప్పనే లేదు క్దూ? ‘ఏ వరుగ సూత్రుం ఉప్యోగిుంచి పూర్ణ స్ుంఖ్యలనిిటిని 
వరిణుంచగలుం?’ అని ప్రశి భార్గవని మొదటోు వేధుంచట్ుం మొదలు పెటిటుంది. ఈ ర్క్ుం వరుగ రూపాలని 
విశవజనీన (లేదా సార్వత్రిక్) వరుగ రూపాలు (universal quadratic forms) అుంటారు. 
 
గత శతాబుపు మొదటి రోజులోు రామానుజన్ (a.x2 + b.y2 + c.z2 + d.t2)  వుంటి రూపాలపై 
దృష్టట కేుంద్రీక్రిుంచేర్ని చెపుపకునాిమ క్దా. ఆయ్న ఈ జాతి రూపాలు 53 క్నుకుకనాిర్ని కూడా 
జాబితా వేసి చూపిుంచేను క్దా. ఉదాహర్ణకి  (1.x2 + 2.y2 + 5.z2 + 10.t2) లో x, y, z, t ల 
విలువలని మారుుకుుంటూ పోతే ధన పూరాణుంకాలనిిటిని స్ృష్టటుంచవచ్చు. ఉదాహర్ణకి 14 కావాలుంటే 
x = 1, y = 2, z = 1, t = 0 అని ప్రతిక్షేపిసేా స్రిపోతుుంది. అలాగే 32 కావాలుంటే x = 0, y = 2, 
z = 2,  t = 1 ప్రతిక్షేపిుంచ్చలి. 
 
‘ఇుంకా ఇలాుంటి సూత్రాలు ఎనిి ఉనాియి?’ అని  ప్రశికి స్మాధానుం చెపాపలనుకుుంటే, మనకి 
స్తళువైన ప్రీక్ష ఒక్టి కావాలి. దీనికి ఒక్ ఉప్మానుం చెబుతాను. అనిుం వుండుతూనిపుపడు బియ్యుం 
ఉడికేయో లేదో తెలుస్తకోవాలుంటే మెతుకులనిిటిని చిదిమి చూడక్కర్లేదు; ఒక్టో, రుండో చిదిమి 
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చూసేా చ్చలు. అలాగే అనుంతమైన స్ుంఖ్యలనిిటినీ ప్రీక్షిసూా  కూరుునే క్ుంటె బహు కొదిు అుంకెలని 
ప్రీక్షిుంచి, అవి ఆ ప్రీక్షలో నెగిగతే ఆ సూత్రుం స్రి అయినదే అని నిరాధరిుంచట్ుంలో సొగుస్త లేదూ? 
 
సా. శ. 1993 లో ప్రిన్ీ‌ట్న్ యూనివరిీటీ లో ప్ని చేసే జాన్ కానేవ అనే ఆచ్చరుయడు తన దగగర్ ప్ని 
చేసే విదాయరిధ విలియ్ుం షుంబెర్గర్ల తో క్లసి అటువుంటి విశవజనీన వరుగ రూపానిి ఒక్ దానిని 
ప్రతిపాదిుంచేడు. ఈ రూప్ుం ఒక్ మాత్రుక్ (matrix) రూప్ుంలో రాసేరు వారు. ఈ రూపానిి 
ఉప్యోగిుంచి 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 14, 15 అనే తొమిమది స్ుంఖ్యలని ఉతపతిా చెయ్యగలిగితే, 
మిగిలిన పూర్ణ స్ుంఖ్యలనిిటిని కూడ ఉతపతిా చెయ్యగలుం అనే సూత్రానిి వారిరువురు ‘ఋజువు’ 
చేసేరు. ఇదే 15-సిదాధుంతుం అనే పేరుతో చెలామణీ కావట్ుం మొదలెటిటుంది. 
 
లోగడ మనుం చూసిన లగ్రుంజ్ సూత్రాలు, రామానుజన్ సూత్రాలూ కూడ ఈ 15-సిదాధుంతానికి 
లోబడే ఉుంటాయి క్నుక్, సూత్ర భుంగాలేమీ కాలేదని అుందరూ ఒక్ సారి తేలిక్గా ఊపిరి 
పీలుుకునాిరు. అయినా స్రే కానేవ ప్రభృతులు వారి సిదాధుంతానీి, దానిని ఋజువు చేసే స్ుంకిుషటమైన 
ప్దధతినీ ఎక్కడా ప్రచ్చరిుంచ లేదు. ఇలా ప్రచ్చరిుంచకుుండా ఉుండటానికి సాధార్ణుంగా రుండు కార్ణాలు 
ఉుంటాయి. ఒక్టి, సిదాధుంతుంలో ఏమైనా లొస్తగులు ఉుంటే ప్రువు పోతుుందనే భయ్ుం. రుండు, 
సిదాధుంతుం అనువరిాుంచే వాయపిాని పెుంచి అపుపడు ప్రచ్చరిదాుమలే అనే స్దుదేుశుం. అుందుక్ని వారి 
సూత్రుం అనువరిాుంచే ప్రిధని పెుంచటానికి ప్రిశోధన మొదలు పెటేటరు. ఈ ప్రిశోధనలో వారు మరొక్ 
వరుగ రూపానిి క్నుకుకనాిరు. ఈ రూప్మే  (3.x2 + xy + 5.y2 + 6.z2 + t2). “ఈ రూప్ుం 
ఉప్యోగిుంచి 1 నుుండి 290 వర్కు ఉని అనిి స్ుంఖ్యలని ఉతపతిా చెయ్య గలిగితే ఈ సూత్రానిి 
విశవజనీన వరుగ సూత్రుంగా ప్రిగణుంచవచ్చు” అని ఒక్ ఊహాగానుం చెసేరు. కాని ఋజువు చెయ్య 
లేదు (లేదా, ఋజువు చెయ్య లేక్పోయి ఉుండచ్చు కూడా). 
 
ఈ ప్రిసిితిలో భార్గవకి కానేవ ఈ 15-సిదాధుంతానిి ప్రిచయ్ుం చేసేరు. “కానేవ చెపిపన క్థనుం విని 
తరావత నాకు నోట్ మాట్ రాలేదు. గణతుంలో ఇటువుంటి ఫలితుం ఉుందని తెలిసే స్రికి ఆశుర్యుం 
వయ్యట్ుం ఒక్ ఎతాయితే, ఈ ఫలితుం ఋజువు లేకుుండా కేవలుం ఊహాగానుంలా ఉుండిపోయిుందని 
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తెలియ్ట్ుం మరొక్ ఎతుా” అని  భార్గవ వాయఖ్యయనిుంచి, “వను వుంట్నే నేను చేసూాని ప్నులనీి ఆపేసి 
ఈ ఊహాగానానికి ఋజువు వతక్ట్ుం మొదలు పెటేటను,” అనాిడుట్. 
 
భార్గవ 15-సిదాధుంతానికి ఒక్ కొతా ప్ుంథాలో ఋజువుని నిరిమచట్ుం మొదలుపెటేటడు. ఈ కొతా దారి 
వుంబడి వళితే ఋజువు చెయ్యట్ుం తేలిక్వట్మే కాకుుండా, చ్చలా తకుకవ జాగాలో ఋజువు 
చెయ్యటానికి వీలయిుందిట్. ఈ ఋజువు ప్రకార్ుం మొతాుం 204 (మాత్రుక్ రూప్ుంలో నిర్వచిుంచబడడ) 
విశవజనీన వరుగ రూపాలు ఉనాియిట్. 
 
ఈ ఋజువు గణత ప్రప్ుంచ్చనిి అదర్గొటిటుంది. ఎుందుక్ుంటే సా. శ. 1948 లో మార్గరట్ విలురిడుంగ్ 
ఇదే ప్రశిని ఎదురొకని, అహరిిశలు క్షటప్డి 178 విశవజనీన వరుగ సూత్రాలు క్నుకుకనాిరు. భార్గవ 
చేసిన ప్ని నేప్ధయుంలో ఆమె క్నిబెటిటన 178 సూత్రాలలో ఒకే సూత్రుం పొర్పాటున రుండు సారుు 
దొరిుుందనినీి, 9 సూత్రాలు పూరిాగా తప్పనినీి తెలిసిుంది. మఖ్యమైన విషయ్ుం ఏమిట్ుంటే భార్గవ 
ఇచిున ఋజువులు చినివి గానూ, అర్ధుం అయే రీతిలోనూ ఉనాియిట్. పురుషులలో పుణయ పురుషులు 
ఉనిటేు ఋజువులలో అుందమైన ఋజువులు ఉుంటాయి. సూటిగా, స్ుంక్షిప్ాుంగా ఉని ఋజువులూ, 
సిదాధుంతాలూ, సూత్రాలూ అుందమైన వాటిగా లెక్క. 
 
ఈ 15-సిదాధుంతానికి ఋజువు క్నుకుకని తరావత భార్గవ 33-సిదాధుంతుం అని మరో సిదాధుంతుం 
క్నుకుకనాిరు. ఈ సూత్రుం 1, 3, 5, 7, 11, 15, 33 స్ుంఖ్యల ఎడల ప్నిచేసేా మిగిలిన అనిి బేసి 
స్ుంఖ్యల ఎడల కూడా ప్నిచేస్తాుందని ఈ 33-సిదాధుంతుం యొక్క సారాుంశుం. ఈ సిదాధుంతానిి భార్గవ 
ఋజువు చేసిన వైనుం చూసి “ఇది చ్చల అుందమైన ఋజువు” అని కానేవ అభివరిణుంచేరుట్. 
 
ఇదే ధోర్ణలో భార్గవ ప్రధాన స్ుంఖ్యలు (prime numbers) అనిిుంటిని ఉతపతిా చేయ్గల వరుగ 
రూపానిి ఒక్దానిని నిరిముంచేరు. 
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ఈ పావుంచ్చలనీి దాటుకుని కానేవ 290 గురిుంచి ప్రతిపాదిుంచిన ఊహాగానానికి కూడా భార్గవ, హెనెక  
క్లసి ఋజువు చూపిుంచేరు. ఇదొక్ పెదు మైలు రాయి. క్నుక్ ఇపుపడు మనకి వరుగ సూత్రాల యొక్క 
స్వరూప్ స్వభావాలు ప్రిపూర్ణుంగా అవగాహన అయినటేు – అని అనుకుుంటునాిుం, ప్రస్తాతానికి. వీరు 
చెపేపది ఏమిట్ుంటే – ఏ వరుగ రూప్మైనా స్రే పూర్ణ స్ుంఖ్యలనిిటిని ఉతపతిా చెయ్యగలదో లేదో 
నిర్ణయిుంచ్చలుంటే ముందు ఆ రూప్ుం 290 తోపాటు 290 కి లోపుగా ఉని ఒక్ 29 పూరాణుంకాల 
స్మితిని ఉతపతిా చెయ్యగలదో లేదో చూడాలిట్. ఈ స్మితి (set) లో ఉని 29 పూరాణుంకాలనీ ఉతపతిా 
చెయ్యగలుం అని తెలిసిన మీదట్ అలా ఉతపతిా చెయ్యగలిగే వరుగ రూపాలు 6,436 ఉనాియ్ని ఋజువు 
చేసేరు! (బొమమ 7.3 చూడుండి.) 
 

 
 

బొమమ 7.3 “29 పూరాణుంకాల స్మితితో” అడుడ దారి.  
 
ఇదే విషయ్యనిి భార్గవ కుుంభకోణుంలోని స్మావేశుంలో చెబితే ఆయ్నకి రామానుజన్ సామర్క్ 
చిహిమైన ‘శాస్త్ర’ ప్తకానిి ఇచిు గౌర్విుంచేరుట్. (ఇక్కడ ‘శాస్త్ర’ అనిది Shanmugha Arts, 
Science, Technology & Research Academy కి ఆదయక్షర్ స్ుంక్షిప్ాుం అని గమనిుంచ 
వలెను.) ఈ విశవవిదాయలయ్ుం ప్రతి ఏటా, శ్రీనివాస్ రామానుజన్ పేర్, ప్ది వేల డాలర్ు నగదు 
బహుమానానిి 2005 నుుండీ ఇవవట్ుం మొదలు పెటిటుంది. ఈ బహుమానుం రామానుజన్ ఒర్వడిలో 
ప్రిశోధన చేసి ఫలితాలు సాధుంచిన 32 ఏళుు లోపు గణత శాస్త్రవేతాకి ఇవావలని నిర్ణయ్ుం జరిగిుంది. 
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అుంతరాాతీయ్ుంగా జరిగిన వడపోతలో ఈ బహుమానానిి 2005 లో భార్గవ, సుందర్రాజన్ (మిష్టగన్ 
విశవవిదాయలయ్ుం) అనే ఇదురు భార్తీయ్ నేప్థయుం ఉని శాస్త్రవేతాలు అుందుకోవట్ుం గమనార్హుం. 
 
“ఈ ర్క్ుం లెక్కల ప్రయోజనుం ఏమిటి?” అని చ్చల ముంది పెదవి విరుసాారు. అుందమె ఆనుందుం 
అనాిరు. దీనేి ఇుంగ్లుషులో A thing of beauty is a joy for ever అుంటారు. క్నుక్ ఈ ర్క్ుం 
ఋజువుల కోస్ుం వతక్ట్ుం ఒక్ ర్క్మైన సుందరోయపాస్న. “ప్నికిమాలిన ఈ ర్క్ుం ఉపాస్నలు 
ఎవవరికి కావాలి?” అని తోసి పుచుక్ుండి. ఈ క్ుంపూయట్ర్ల యుగుంలో cryptography కి ప్రామఖ్యత 
పెరుగుతోుంది. ఈ ర్ుంగుంలో రామానుజన్ వుంటి వారు చేసిన ప్రిశోధనలు ఉప్యోగప్డుతునాియి. 
ఇదే విధుంగా విశవ ర్హశాయలని ఛేదిుంచటానికి వాడే String Theory లో వచేు గణతుంలో కూడా 
రామానుజన్ ప్రభావుం క్నబడట్ుం మొదలైుంది. 
 
ఆధారాలు:  
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2. Ken Ono, Honoring a gift from Kumbakonam,Notices of the AMS, 

53:6, pp 640-651, June-July 2006. 
3. వేమూరి వేుంక్టేశవర్రావు, “అుంకెలు-స్ుంఖ్యలు: రామానుజన్ నుుండి భార్గవ దాకా,” 
ఈమాట్, సెపెటుంబర్ల  2006, http:eemaata.com/ 
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8. ప్రధాన సంఖ్యలు 
 
బుద్ధుడి రోజుల నండి సా. శ. 300 వరకు ఉనన కాలం నాటికే పైథోగరోస్ సంబంధీకులైన గ్రీసు 
దేశసుులకి అంకెలలో ఏదో మహత్ురమైన శకిు ఉందనే గటి ినమమకం ఒకటి ఉండేది. ఈ నమమకమే 
నేటికీ మనకి ‘నూమరాలజీ’ రూపంలో కనిపిస్ుంది. అంకెలలో ఏదో నిక్షిపుమైన శకిు ఉందనే 
నమమకానికి కారణం కొనిన అంకెలలో వారికి కనిపించిన వైపరీత్యమైన లక్షణాలు కావచ్చు. 
 
ఉదాహరణకి యవనలకి (గ్రీకు దేశసుులకి) ప్రధాన సంఖ్యలు (prime numbers) గురించి కొంత్ 
తెలుసు. ప్రధాన సంఖ్యలు అంటే ఏమిటి? ఏదైనా n అనే ఒక సంఖ్య ప్రధాన సంఖ్య అవాలంటే దానికి 
రండే రండు కారణాంకాలు (factors) ఉండాలి: అవి 1, n అయి ఉండాలి.  అప్పుడు ఆ సంఖ్యని 
ప్రధాన సంఖ్య అంటారు. ఉదాహరణకి 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 మొదలైనవి ప్రధాన సంఖ్యలు. (ఈ 
నిరవచనం ప్రకారం 1 ప్రధాన సంఖ్యల జాబితాలో ఇమడద్ధ. ఇపుటికీ 1 ని ప్రధాన సంఖ్యగా 
పరిగణంచిన సందరాాలు కొనిన పాత్ ప్పసుకాలలో కనిపిస్తు ఉంటాయి. త్సామత్ జాగ్రత్ు!) 
 
8.1 ఇరటోసునీస్ జలె్లడ  
 
ప్రాచీన కాలంలో, ఈజిప్పి లోని అల్లగాజండ్రియా నగరంలో, జగదివఖ్యయతి చందిన బృహత్ 
గ్రంథాలయం ఒకటి ఉండేది. ఇరటోసునీస్ (Eratosthenes, క్రీ. పూ. 276-194) అనే ఆసామీ  ఈ 
గ్రంథాలయానికి అధిపతిగా ఉండేవాడు. సాధారణ శకం ఆరంభం కాని మంద్ధ రోజులెో, 
ప్రపంచంలో, వేళ్ెమీద ల్లకికంచదగగ మహా మేధావులలో ఈయనని ఒకరుగా ల్లకికంచడం పరిపాటిగా 
ఉండేది. ఆ రోజులలోనే భూమి గుండ్రంగా ఉందని ల్లకక వేసి చపుటమే కాకుండా, భూమి యొకక 
వాయసారుం ఎంతంటందో అంచనా వేసి చప్పుడీయన. ఈ మేధావి ప్రధాన సంఖ్యల మీద కూడ 
పరిశోధనలు చేసి “ఇరటోసునీస్ జలె్లడ” అనే ఊహాత్మకమైన పరికరానిన ఒకదానిని మనకి ఒదిలిపెటి ి
మరీ వెళ్లెపోయాడు. ఈ జలె్లడలో సంఖ్యలనినటిని వేసి “జలిెస్తు” ప్రధాన సంఖ్యలనీన జలె్లడలో 
ఉండిపోతాయి, మిగిలినవి అనీన కిందకి దిగిపోతాయి. 
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ఈ ఇరటోసునీస్ జలె్లడ  ఎలా పని చేసుుందో ఇప్పుడు చూదాదం. మంద్ధ సహజ సంఖ్యలనినటినీ, ఈ 
దిగువ చూపిన విధంగా (1 ని మినహాయించి) బారులు తీరిు రాసుకోవాలి. 
 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 
21,……. 
41,..... 
 
నిరవచనం ప్రకారం 2 ఎలపె్పుడూ ప్రధాన సంఖ్యయ. దీని చ్చట్ట ిఒక సునన చ్చడదాం. ఇప్పుడు 2 
త్రువాత్ నిరివరామంగా వచేు ప్రతీ రండవ సంఖ్యనీ (అంటే, 4, 6, 8, 10….వగైరాలు) 
కొటివిెయయండి. (చరిపెయయ వద్ధద; ఒక గీట గీసి కొటివిెయయండి.) ఇప్పుడు పైన చూపిన వరుసలో 
కొటివిెయయకుండా మిగిలిన సంఖ్యలు ఈ దిగువ చూపిన విధంగా ఉంటాయి. 
 
2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25,…. 
 
ఇప్పుడు ఈ కొత్ు వరసలో 2 త్రువాత్ కొటిివేయబడకుండా వచేు మొదటి సంఖ్య, అనగా 3, చ్చట్ట ి
ఒక సునాన చ్చడదాం. ఈ దశలో ఇది లంగరు. ఇప్పుడు 3 త్రువాత్ నిరివరామంగా వచేు ప్రతీ 
మూడవ సంఖ్యలనీ (అంటే, 6, 9, 12,15,…. వగైరాలని) కొటిివెయయండి. గత్ంలో ఒక సారి 
కొటేిసిన సంఖ్యలని మళ్ల ెకొటేయివలసి వచిునా మరేమీ పరవా లేద్ధ. ఇప్పుడు పైన చూపిన వరుసలో 
మిగిలిన సంఖ్యలు ఈ దిగువ చూపిన విధంగా ఉంటాయి. 
 
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 
 
ఇలా కొటేిసుకుంట్ట పోతే, కొంత్స్తప్ప పోయిన త్రువాత్ జలె్లడలో ప్రధాన సంఖ్యలు మిగులుతాయి. 
ట్టకీగా ఇరటోసునీస్ చపిున ఉపాయం ఇది. పైన చూపిన వరుసలో చివరననన 25 ప్రధాన సంఖ్య 
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కాద్ధ. కాని 5 ని లంగరుగా చేసి మరొక సారి జలిెస్తు 25 కిందకి దిగజారిపోతంది. ఈ జలె్లడ రూప్ప 
రేఖ్లని బొమమ 8.1 లో చూపెడుతనానన. 
 

 
 

బొమమ 8.1 ఇరటోసునీస్ జలె్లడ  పని చేస్త తీరు 
 
క్రీ. పూ. 300 సంవత్సరంలో యూకిలిడ్ (Euclid) రేఖ్యగణత్ స్తత్రావళ్ల (Elements of 
Geometry లేదా కుెపుంగా Elements) అనే ప్పరుతో జగదివఖ్యయత్మైన ప్పసుకం ప్రచ్చరించేనాటికే 
ప్రధాన సంఖ్యలకి చందిన సిదాుంతాల్లన్నన ప్రమాణాత్మకంగా ప్రాచ్చరయం పంది ఉనానయి. ఉదాహరణకి 
ప్రధాన సంఖ్యలు అనంత్ంగా ఉనానయని యూకిలిడ్ త్న స్తత్రావళ్ల తొమిమదవ అధాయయంలో 
ఋజువు చేసి చూపించేరు. అంటే ప్రధాన సంఖ్యల జాబితాని త్యారు చేదాదమని సంసిదుమైతే అది 
తెమిలే పని కాద్ధ; హనమంతడి తోకలా ఆ జాబితా పెరుగుతూనే ఉంటంది. 
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యూకిలిడ్ త్న ప్పసుకంలో మరొక విషయం ఋజువు చేస్తరు. ఏ సంఖ్యనైనా సరే కొనిన ప్రధాన 
సంఖ్యల లబదంగా, ఒక ఏకైక (unique) పదుతిలో - వరుస క్రమంలో మారుులని మినహాయించి - 
రాయవచుని ఆయన ఋజువు చేస్తరు. దీనినే అంకగణత్ ప్రాథమిక సిదాుంత్ం (The 
Fundamental Theorem of  Arithmetic) అంటారు.  ఉదాహరణకి: 
 
2 = 2 x 1 
8 = 2 x 2 x 2 
21 = 3 x 7 
 
ఏదో మత్యం మూడు ఉదాహరణలు చూపించేసి అదే సిదాుంత్ం అంటే శాస్త్రం ఒప్పుకోద్ధ. 
ఉదాహరణకి 1001 ని పైన చూపిన విధంగా రాయడానికి ప్రయతినంచి చూదాదం: 
 
1001 = 7 x 143 = 11 x 91 
 
ఇకకడ ఆదిలోనే రండు హంసపాద్ధలు వచేుయి. మొదటి అభయంత్రం ఏమిటంటే 1001 ని ఏకైకంగా 
కాకుండా రండు విధాలుగా రాయడం జరిగింది. రండో అభయంత్రం ఏమిటంటే 143 నూన 91 నూన 
ప్రధాన సంఖ్యలలా అనిపించినా, నిజానికి అవి ప్రధాన సంఖ్యలు కావు; ఎంద్ధకంటే, 
 
143 = 11 x 13 
91 = 7 x 13 
 
వీటిని ఉపయోగించి 1001 కి కారణాంకాలని తిరగ రాదాదం: 
 
1001 = 7 x 11 x 13 = 11 x 7 x 13 
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కనక 1001 ని మూడు ఏకైక ప్రాధమిక సంఖ్యల లబాదలుగా రాయగలిగం. కనక మన “ఏకైక’ 
సిదాుంతానికి భంగం రాలేద్ధ. ఈ చినన ఉదాహరణ చప్పు నీతి ఏమిటంటే మనం ప్రధాన సంఖ్యలతో 
చంగనాలు వేస్తుననప్పుడూ, చలగాటాలు చేస్తునప్పుడు కొంచం ఒంటి మీద తెలివితో ప్రవరిుంచకపోతే 
త్ప్పులు ఒప్పులు లాగా, ఒప్పులు త్ప్పులు లాగా కనిపించి, పప్పులో కాలేస్త ప్రమాదం ఉంటంది. 
 
ప్రధాన సంఖ్యల ఎడల అప్రమత్ుత్ ఎంత్ మఖ్యమో నొకిక వకాకణంచడానికి మరొక ఉదాహరణ 
చూపిసాున. 
 
మంద్ధగా 2 ప్రధాన సంఖ్య అని నిరవచనం ప్రకారం ఒప్పుసుకుందాం. ఇప్పుడు ఈ దిగువ శ్రేణని 
పరిశీలించండి: 
      
     1 x 1 + 1 = 2, ప్రధాన సంఖ్య  
     2 x 1 + 1 = 3, ప్రధాన సంఖ్య 
     2 x 3 + 1 = 7, ప్రధాన సంఖ్య 
     2 x 3 x 5 + 1 = 31, ప్రధాన సంఖ్య 
     2 x 3 x 5 x 7 + 1 = 211, ప్రధాన సంఖ్య 
     2 x 3 x 5 x 7 x 11 + 1 = 2,311, ప్రధాన సంఖ్య 
 
ఈ ఆరు సందరాాలలోన మనం గమనించినది ఏమిటి? ఒకటి త్రువాత్ వరుసగా వచేు ప్రధాన 
సంఖ్యలని క్రమానగత్ంగా రండేసి, మూడేసి, నాలుగసి,… చొప్పున తీసుకుని గుణంచగా వచిున 
లబాదలకి 1 కలపగా వచిున సంఖ్య మరొక ప్రధాన సంఖ్యగా భాసిలిెంది. ఒక సారి కాద్ధ, రండు సారు ె
కాద్ధ, మూడు సారు ెకాద్ధ, వరుసగా ఆరు సారు ెఈ నియమానికి ఉలెంఘన రాలేద్ధ. కనక ఈ 
నియమం సరవకాల సరావవసులోనూ పనిచేసుుందనే నమమకం మనలో కలగక మానద్ధ. ఆ 
సద్ధదేదశంతో మనం మరొకక మెటి ఎకిక ఈ దిగువ చూపిన సమీకరణం రాసి: 
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     2 x 3 x 5 x 7 x 11 x 13 + 1 = 30031, ప్రధాన సంఖ్యయ!? 
 
అని ఉదాటాించాలని ఉబలాట పడతాం – అవత్లి వాడు మన కంటె తెలివయిన ఘటం కానంత్స్తపూ. 
అవత్లి వాడు కొంచం ఎకాకలు, ల్లకకలు  వచిునవాడైతే, వాడికి వచిున నాలుగు గుణంతాలు వలె్ల 
వేసుకుని, “అరర, 30031 ప్రధాన సంఖ్య ఎలా అవుతంది, దానికి 59 నీన 509 నీన కారణాంకాలు 
కావా?” అని అడుగుతాడు. మనం జేబులోంచి కలనయంత్రం తీసి నాలిక కరుచ్చకుంటాం. మన 
నియమానికి ప్పరిటోెనే సంధి కొటిింది!! త్సామత్ జాగ్రత్ జాగ్రత్ః! 
 
8.2 మెరసన్ సంఖ్యలు 
 
యూరప్ లో నవజాగృత్యుగం (‘రినసాన్స’, renaissance) 500 సంవత్సరాల కిందట 
మొదలయింది. ఈ ప్పనరుజీజవనానికి ఆరంభ దశలో మరిన్ మెరసన్ (1588-1648) అనే క్రైసువ 
ఫాదరీ ఒకాయన ఉండేవాడు. ఫ్రభువుకి జరపవలసిన కైంకరాయలనీన జరిపిన త్రువాత్, తీరుబడి 
సమయాలలో ఈయన అంకెలతో ఆడుకునేవాడు. ఈ ఆటలలో ఒక శుభమహూరుంలో ఒక చిరు 
విషయం కనిపెటేిడు: 2 ని “కొనిన” సారు ెవేసి, వాటిని గుణంచగా వచిున లబదంలోంచి 1 ని తీసివేస్తు 
మిగిలేది ప్రధాన సంఖ్య అని ఆయన ఉటంకించేడు. దీనినే గణత్ పరిభాషలో ఈ దిగువ చూపినటె 
రాసాురు: 
 
2n – 1, n = 2, 3, 4, ....  ప్రధాన సంఖ్య 
 
అని రాసాురు. ఇకకడ n = 2 అయితే “2 ని  2 సారు ెవేసి గుణంచి అంద్ధలోంచి 1 తీసెయాయలి” అని 
అరుం. అప్పుడు ఫలిత్ం 3 మిగులుతంది. అదే విధంగా, n = 3 అయితే “2 ని 3 సారు ెవేసి గుణంచి 
అంద్ధలోంచి 1 తీసెయాయలి” అని అరుం. అప్పుడు ఫలిత్ం 7 మిగులుతంది. మెరసన్ ఫాదరీ గారు 
ఇలా n విలువ 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257 అయిన సందరాాలలో మాత్రమే త్న 
స్తత్రం పని చేసుుందనినీన, n విలువ 257 దాటిన త్రువాత్ ఏమవుతందో త్నకి తెలియదనినీన చపిు 
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త్నవు చాలించేరు. ఋజువులు ఏవీ ఇవవలేద్ధ. (మన రామానజన్ కూడ ఇలాగ ఋజువులు 
ఇవవకుండా ఎన్నన ఉటంకింప్పలు చేస్తడు.) ఋజువులు ఇవవకపోవడానికి కారణం లేకపోలేద్ధ. 
ఉదాహరణకి 2 ని 257 సారు ెవేసి గుణంచడం అంటే మాటలు కాద్ధ. అది ఊహకి అందనంత్ పెదద 
సంఖ్య. (చదరంగం బలె మీద వడె గింజలు పెటిడం కథ గురుు చేసుకోండి.) అంత్ పెదద సంఖ్యకి 
కారణాంకాలు ఉనానయో లేదో చపుడం అంటే త్మాషా కాద్ధ. 
 
దరిమిలా సా. శ. 1876 లో లూకస్ అనే ఆయన (2127 -1) నిజంగా ప్రధాన సంఖ్యయ అని ఋజువు 
చేసి చూపించేరు. అపుటి నండి మెరసన్ గౌరవారుం (2n -1) వంటి సంఖ్యలనినటిని మెరసన్ సంఖ్యలు 
అని పిలవడం మొదలు పెటేిరు. రాత్ సౌలభయం కొరకు పైన చూపిన సంఖ్యని M-127 అని ఆయన 
ప్పరు మీద్ధగా రాయడం మొదలు పెటేిరు. 
 
జరగవలసిన ప్పరసాకరాలు జరిగిపోయిన త్రువాత్ మెరసన్ కటిిన భవంతికి బీటలు పడడం 
మొదలయింది. ఉదాహరణకి (2n – 1) ప్రధాన సంఖ్య అవాలంటే ఘాత్ంలో ఉనన n ప్రధాన సంఖ్య 
అయి తీరాలని తెలిసింది. అంతే కాకుండా ఘాత్ంలో ఉనన సంఖ్య ప్రధాన సంఖ్య అయినప్పుడలా ె(2n 
– 1) ప్రధాన సంఖ్య అయి తీరాలని ఏమీ లేదని తేలగొటేిరు. ఉదాహరణకి, ఒక కథనం ప్రకారం, సా. 
శ. 1903 లో ఫ్రంక్ నెలసన్ కోల్ అనే వయకీు సభలో నిలబడి గంట స్తప్ప “నిశశబద ఉపనాయసం” 
ఇచేురుట. అయన చేసిన పనలా ెనలెబల ెమీద సుదదమకకతో 267 - 1 = 193,707,721 x  761, 
838, 257, 287 = 147,573,952,589,676,412,927 అని నిరూపించేరుట! అంటే అందరూ 
అనకుంటననటె 267 - 1 మెరసన్ సంఖ్య కాదననమాట! 
 
ఏదైతేనేమి. మెరసన్ ప్పరు చిరసాుయిగా నిలచి పోయింది. వ్రత్ం చడాా ఫలం దకకడం అంటే ఇదే. సా. 
శ. 1952 నాటికి కంపూయటరె సహాయంతో M-521, M-607, M-1279, M-2203, M-
2281 ప్రధాన సంఖ్యలే అని ఋజువు చేస్తస్తరు. సా. శ. 1999 లో M-3,021,377 కూడ ప్రధాన 
సంఖ్యయ అని ఋజువయిపోయింది. ఇంద్ధలో  మొత్ుం 909,526 అంకెలు ఉనానయిట! ఇది 37 వ 
మెరసన్ సంఖ్య. ఈ  మధయ, 2013 లో,  M-57,885,161లో 17,45,170 అంకెలు ఉనానయని 
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కనకుకనానరు. ఒక విధంగా చూస్తు ఇలా కంపూయటరు ెఉపయోగించి కనకోకవడం తేలికే అనిపిసుుంది. 
సిదాుంత్పరంగా ఋజువు చయయడం కషిం.  
 
8.3 పరిపూరణ సంఖ్యలు లేదా సమగ్ర సంఖ్యలు 
 
యవనలకి (గ్రీసు దేశసుులకి) పరిపూరణ సంఖ్యలు (perfect numbers) అనాన, కలుప్పగోలు 
సంఖ్యలు (amicable numbers) అనాన వలెమాలిన అభిమానం. మంద్ధగా పరిపూరణ సంఖ్యలు 
లేదా సమగ్ర సంఖ్యలని చూదాదం. ఉదాహరణకి 6 పరిపూరణ సంఖ్య. ఎంద్ధకుట? ఈ 6 ని 1 చేత్, 2 
చేత్, 3 చేత్ పరిపూరణంగా (అంటే, శేషం లేకుండా) భాగించవచ్చు. కనక 1 ని, 2 ని, 3 ని 6 యొకక 
క్రమ విభాజకాలు (proper divisors) అంటారు. ఇప్పుడు ఈ క్రమ విభాజకాలని కూడితే మళ్లె 6 
వచేుసింది కదా! ఈ లక్షణం ఉనన సంఖ్య పరిపూరణ సంఖ్య. అనినటి కంటె చినన పరిపూరణ సంఖ్య 6. 
 
మరొక ఉదాహరణగా 28 ని తీసుకుందాం. ఈ సంఖ్య క్రమ విభాజకాలు 1, 2, 4, 7, 14 అని 
ఎవరికి వారే ఋజువు చేసుకొండి. ఇప్పుడు ఈ 1, 2, 4, 7, 14 లని కలపగా  28 వచేుసింది. కనక 
28 రండవ పరిపూరణ సంఖ్య. త్రువాత్ వచేు పరిపూరణ సంఖ్య 496. అటపైన 8128.  ఇపుటివరకు 
మనకి తెలిసిన పరిపూరణ సంఖ్యలనీన సరి సంఖ్యలే అవడం గమనారహం. 
 
పరిపూరణ సంఖ్యల గురించి మనకి తెలియని విషయాలు చాల ఉనానయి. పరిపూరణ సంఖ్యలు 
సాంత్మా? అనంత్మా? పరిపూరణ సంఖ్యలలో బేసి సంఖ్యలు ఉనానయా? 
 
8.4 అప్పరూప పరిపూరణ సంఖ్యలు 
 
ఇప్పుడు అప్పరూప (unitary) పరిపూరణ సంఖ్యల గురించి విచారిదాదం. ఉదాహరణకి 60 ని 
తీసుకుందాం. ఈ 60 ని 4 చేత్, 15 చేత్ నిశేశషంగా భాగించగలం. కనక (4,15) జంటని 60 
యొకక విభాజకాలు (‘డివైజర్సస’) అంటారని చప్పుకునానం. మన 60 కి (3, 20), (12, 5), (1,60) 
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కూడ విభాజకాల జంటలే. ఈ విభాజకాలనినటిని వరసగా రాసి, వాటిని కూడితే, 1, 3, 4, 5, 12, 
15, 20, 60 వెరసి 120. ఇది 60 కి సరిగాగ రండింత్లు. ఈ లక్షణం ఉనన సంఖ్యలని అప్పరూప 
పరిపూరణ సంఖ్యలు అంటారు. ఇపుటివరకు మనకి తెలిసిన అప్పరూప పరిపూరణ సంఖ్యలు అచుం 
ఆయిద్ధ: 6, 60, 90, 87360, 146361946186458562560000. ఈ అప్పరూప పరిపూరణ 
సంఖ్యలని కనకుకనన ఘనత్ సాక్షాతు మన తెలుగు వాడైన ప్రొఫెసర్స మతకుమలిె వేంకట సుబాారావు 
(1921-2006) గారిది. ఈయన కెనడాలో ఎడమన్^టన్ లో పని చేస్తవారు. నాకు సవయంగా తెలిసిన 
వయకిు. నిగరివ!  
 
8.5 కలుప్పగోలు సంఖ్యలు 
 
ఇప్పుడు 220 ని 284 ని తీసుకుందాం. ఈ 224 యొకక క్రమ విభాజకాలని తీసుకుని వాటిని కూడితే 
284 వసుుంది. అలాగ 284 యొకక క్రమ విభాజకాలని తీసుకుని వాటిని కలిపితే 220 వసుుంది. నా 
మాటని నమమడం ఎంద్ధకు? చద్ధవరులు కాగిత్ం, కలం తీసుకుని, బుర్రకి బుదిు చబితే నేన చపినది 
త్పోు, ఒపోు తేలికగా నిరణయించవచ్చు. ఇలా పరసుర మైత్రీభావం చూపించే సంఖ్యలని కలుప్పగోలు 
(amicable) సంఖ్యలు అంటారు. పూరవకాలప్ప యవనలకి ఈ రకం సంఖ్యలంటే పరమ ప్రీతి. 
యవనల త్రువాత్ దరిదాప్ప సహస్రాబదం పాట ఎవవరికీ మరొక కలుప్పగోలు సంఖ్యల జంట 
కనబడలేద్ధ. త్రువాత్ (18416, 17296) అనే జంటని పటికునానరు. విశేషం ఏమిటంటే సా. శ. 
1866 లో నికోలో పోగనీనీ (Nicolo Poganini) అనే 16 ఏళ్ె ఇటలీ బాలుడు (1184, 1210) 
అనే జంటని కనకుకని అందరినీ ఆశురయ చకితలిన చేస్తడు.  
 
ఇలా గ్రీసు దేశసుులు నాలుగు శతాబాదలపాట సంఖ్యలతో గారడీలు చేస్తరు. త్రువాత్ ఏమయిందో 
కాని రండు సహస్రాబాదలపాట ఏమీ జరగలేద్ధ. ఈ రండు వేల సంవత్సరాలని అంధకార యుగం 
అనవచ్చు. మన దేశంలో కూడ అంధకార యుగం శతాబాదలపాట రాజయం ఏలింది. ప్రాచ్చయలు, 
పాశాుతయలు అనే విభేదం చూపించకుండా ఏలినాటి శని అందరినీ అప్పుడప్పుడు పటికుని పీకుక 
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తింటాడననమాట. ఇప్పుడిప్పుడే మనం ఈ తిమిరాంధకారం లోంచి లేచి, కళ్ల ెనలుప్పకుంట్ట, ఒళ్లె 
విరుచ్చకుంట్ట, బయటకి రావడమా, మానడమా అనకుంట్ట, ఆవలిస్తు ఆలోచిసుునానం. 
 
ఆధారాలు: 

1. Conway, J. H. and Guy, R. K. , The Book of  Numbers, Springer-
Verlag, New York, 1996  

2. http://www.mersenne.org/ 
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9. ప్రధాన సంఖ్యలలో కవలలు 
 

కేవలం ఆకర్షణీయంగా మాత్రమే ఉండి, భార్యకి ఉండవలసిన ఇతర్ లక్షణాలు (కార్యయషు మంత్రీ, 
క్షమయా ధరిత్రీ, వగైరా) మర్యవీ లేని వయకిిని ఇంగీ్లషులో “ట్రోఫీ వైఫ్” (trophy wife) అంటారు.  
ఇదే విధంగా “పనికొచ్చే లక్షణాలు” లేని ఒక గణితశాస్త్ర విభాగం ఉంది. దానిని శుద్ధ గణితం  (pure 
mathematics) అంటారు. ఇందులో “బొత్తిగా పనికిమాలిన” శాఖ్ మరొకటి ఉంది. దానిని సంఖ్యయ 
వాద్ం (number theory) అంటారు. సంఘంలో ట్రోఫి వైఫ్ ఎలంటిదో గణితంలో సంఖ్యయ గణితం  
అలంటిద్ని కొంద్రు చమతకరిస్తిరు. గణితంలో సంఖ్యయ గణితానిి అధయయనం చ్చసేవారు 
సంద్ర్యయపాసకులు. ఆ గణితంలో వారి కంటికి కనిపంచ్చ అంద్మే వారికి ఆనంద్దాయికం. ఈ 
శాఖ్లో ఉని మరొక ఉపశాఖ్ని ప్రధాన సంఖ్యలు (prime numbers) అంటారు. ఈ ప్రధాన 
సంఖ్యలు ఎందుకు, ఎవవరికి, ఎకకడ, ఎల ఉపయోగపడతాయో చెపపడం అనేది చెప్పప వాడి ద్ృకపథం 
మీద్, వినే వాడి  ద్ృకపథం మీద్ ఆధార్పడి ఉంటంది.  కంప్యయటర్ వలయాలలో సమాచార్ం 
ఒకచోట నండి మరొక చోటకి ర్హసయ సంకేత లిపలో పంప్ప కార్యక్రమాలలో ప్రధాన సంఖ్యల 
వాడకం విరివిగా కనబడుతంది. ప్రయోజనాల మాట పకకన పెడితే  ఈ ఉపశాఖ్లో కనబడే అంద్ం 
మరెకకడా లేదేమో అనిపస్ింది. గణితంలో ప్రావీణ్యం లేని వారు కూడ, గణితపు లోతులని తర్చి 
చూసే స్తమర్ధయం లేని వారు కూడ ఈ ప్రధాన సంఖ్యల అంద్చందాలని చవి చూడకపోతే జీవితంలో 
ఒక వెలిత్త మిగిలిపోయినట్లీ. అద్ృష్టవశాతుి ఈ ప్రధాన సంఖ్యలలోని అంద్చందాలని చవి చూసి 
ఆనందించడానికి  గణితం లోతులీోకి అత్తగా వెళ్ళనకకర్లేదు. 
 
9.1 అస్తధార్ణ్ సంఘటన  
 
ఈ అంశానిి ఇపుపడు, ఇకకడ ప్రస్తివించడానికి ఒక కార్ణ్ం ఉంది. ఈ మధయ, అనగా, స్త. శ. 2013 
లో, గణిత ప్రపంచంలో ఒక అస్తధార్ణ్మైన సంఘటన జరిగింది. ఇది ఎన్ని విధాలుగా 
అస్తధార్ణ్ం. క్రీడా ర్ంగంలో ప్రత్తభ యువ తరానికి ఎల పరిమితమో అదే విధంగా గణిత ర్ంగంలో 
ప్రత్తభ బాలయనికీ, యువతకీ పరిమితం. గణితంలో ప్పరు ప్రత్తష్ఠలు  తెచ్చేకుని వాళ్ీంతా 
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చినితనంలోనే వికసించి పరిమళంచ్చరు. ఒక గౌస్ అనండి, ఒక గేలవ అనండి, ఒక రామానజన్ 
అనండి, ఒక మంజుల్ భార్గవ అనండి – వీర్ంతా పాత్తకేళ్ల ీనిండే లోపునే ప్రపంచ ప్రఖ్యయత్త పందేరు. 
ఉదాహర్ణ్గా 1985 లో తీసిన ఈ దిగువ ఫొటోలో (బొమమ 9.1 చూడండి) కొమ్మమలు త్తరిగిన పాల్ 
ఎరిిష్ (Paul Erdős) కేవలం 10 ఏళ్ ీటెరెన్్ టావ్ (Terrance Tao) త గణితంలో ఎదుర్యే 
ఒక సూక్ష్మమనిి చరిేసూిని ద్ృశయం చూడండి. ద్రిమిల, 2007 లో, టావ్ కి, అతన సంఖ్యయశాస్త్రంలో 
చ్చసిన పనికి గురిింపుగా, ప్రత్తష్ఠఠతమకమైన ఫీల్ి్ మెడల్ (Fields Medal) వచిేంది. ఈ బాల 
మేధావి ఇపుపడు కేలిఫోరిియా విశవవిదాయలయం, లస్ ఏంజిలిస్ లో, ఆచార్య పద్వి అలంకరించి 
ఉనాిడు. 
 

 
 

బొమమ 9.1 ఎరిిష్ త దీర్ఘ చర్ేలో ఉని బాల టెరెన్్ టావ్ 
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ఇల పరిమళంచిన వార్ంతా పాత్తక, మ్మపపయి సంవత్రాల లోపునే వారు చ్చరుకోవలసిన 
శిఖ్రాగ్రాలు చ్చరుకునాిరు. ఏభయయవ పడి దాటిన తరువాత గణిత శాస్త్రపు పుర్యగత్తకి దోహద్ం చ్చసిన 
వయకుిలు ద్రిదాపుగా లేర్నే చెపాపలి. అటవంటిది, 2013 లో, ఏభయ్ ఏళ్లీ దాటిన "వయోవృదుధడు," 
అంతవర్కు గణిత ప్రపంచానికి బొత్తిగా పరిచయం లేని ఒక "అనామకుడు," చదువు అయిన 
తరువాత ఉదోయగం దొర్కక చిలీర్ పనలు చ్చసి పటట నింపుకుని ఒక "అప్రయోజకుడు" అకస్తమతుిగా 
తారాపథంలో నవయతార్ల ఒకక వెలుగు వెలిగిపోయి అంద్రినీ ఆశేర్యచకితులని చ్చసిన వయినం 
ఇకకడ చెపపబోతునాిన. 
 
మన కథానాయకుడి ప్పరు ఈటాంగ్ జంగ్  (జ. 1955).  చైనాలో ఉనిత పాఠశాలలో ఉనిపుపడు  
ఆల్జీబ్రా ని చూసి గాభరా చెందిన ఈ వయకిి పరు ి(Purdue) యూనివరి్టీ నండి 1991 లో ప. ఎచ్. 
డి. పటాట పుచ్చేకునాిడు. ఆయనకి మార్గద్రిిగా ఉని ఆచారుయడిత సపర్ధలు వచిేన కార్ణ్ంగా, 
సిఫారు్ (“రికమెండేష్న్” ఉతిర్ం) లేనందువలీ జంగ్ కి ఎకకడా ఉదోయగం దొర్కలేదుట.  ఈ 
పంచనీ ఆ పంచనీ చ్చరి పటటపోస్కుంటూ, తాడు తెగిన గాలిపటంల, ఉని జంగ్ ని చూసి  జలిపడి 
ఒక సేిహితుడు యూనివరిిటీ అఫ్ నూ హంప్ షైర్ లో, 1999 లో, ఉపనాయసకుడు (“లెకేర్ర్”) 
ఉదోయగం ఇపపంచ్చడు. అకకడ “కేలుకుయలస్” పాఠాలు చెపుపకుంటూ, 2001 లో ఒక పరిశోధనా పత్రం 
ప్రచ్చరించ్చడు కాని అది ఆయన, ఆ పత్రికా సంపాద్కుడు తపప మరెవవరూ చదివిన దాఖ్లలు లేవు. 
తరువాత 2013 లో ప్రచ్చరించిన రెండవ పత్రంత దికుకలు పకకటిలీేల జంగ్ ప్పరు గణిత 
ప్రపంచంలో మారుమోగిపోయింది. జంగ్ పరిష్కరించిన సమసయని నియమిత విరామ సమసయ  (the 
bounded gap problem) అని పలుస్తిరు. ఇది ప్రధాన సంఖ్యల అధయయనంలో తార్సపడే అత్త 
కిీష్టమైన సమసయ. పరిష్ఠకర్ం లేకుండా రెండు శతాబాలా నండి వేధిసూిని సమసయ! 
 
9.2  ప్రధాన (అభాజయ) సంఖ్యలు 
 
ప్రధాన సంఖ్యలు (prime numbers) అనేవి 1 చ్చత గాని, తమ చ్చతే కాని మాత్రమే నిశ్శిష్ంగా 
భాగించడానికి లంగేవి అని నిర్వచనం.  ఉదాహర్ణ్కి 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ......, వగైరాలనీి 
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ప్రధాన సంఖ్యలే. మరొక విధంగా చెపాపలంట్ల ప్రధాన సంఖ్యలకి భాజకాలు (divisors) లేవు. ఈ 
నిర్వచనంత సరి సంఖ్యలు (2 తపప)  ప్రధాన సంఖ్యలు కావు. అదే విధంగా 3 చ్చత, 4 చ్చత, 5 చ్చత, 
....., భాగించబడేవి ఏవీ ప్రధాన సంఖ్యలు కాజలవు. ఇల మినహాయించ్చకుంటూ పోగా మిగిలేవే 
ప్రధాన సంఖ్యలు. 
 
వీటి గురించి పురాతన కాలంలో గ్రీకులకి తెలుస్. పైథాగర్స్ (Pythagoras) కాలంలో (క్రీ. ప్య. 
500 – 300) వీటికి ఒక ర్కం పవిత్రత అంటగట్లటరు. యూకిీడ్ ర్యజుల నాటికి (క్రీ. ప్య. 300) 
ప్రధాన సంఖ్యల గురించి మనకి ఎన్ని విష్యాలు తెలిసిపోయాయి. యూకిడీ్ తన “ఎలిమెంట్స్” 
తొమిమద్వ పుసికంలో ప్రధాన సంఖ్యలు అనంతమైననిి ఉనాియని ఋజువు చ్చసేడు. యూకిీడ్ 
అంకగణితానికి మూల సింభం అనద్గగ మరొక సిదాధంతానిి కూడ ఋజువు చ్చసేడు: ప్రత్త ప్యరాణంకానిి 
(1 ని మినహాయించి) ఏకైక ప్రధాన సంఖ్యల లబాం (product) గా రాయవచ్చే. ఉదాహర్ణ్కి 6 = 
2 x 3. మరొక ఉదాహర్ణ్ 42 = 2 x 3 x 7. కాని 60 కి 2, 3, 10 ప్రధాన కార్ణాంకాలు కావు. 
కానీ 60 ని కూడ ప్రధాన కార్ణాంకాల లబాంగా రాయవచ్చే: 60 = 2 x 2 x 3 x 5. నిజనికి “ఏ 
ప్యర్ణ సంఖ్యని అయినా సర్య కొనిి ప్రధాన సంఖ్యల లబాంగా రాయవచ్చే” అని ఋజువు చెయయవచ్చే. 
 
రెండు ప్రధాన సంఖ్యలని – ఎంత పెద్వాైనా సర్య – కనకోకవడం పెద్ ాకష్టం కాదు కాని, ఒక సంఖ్యకి 
ప్రధాన సంఖ్యలయిన కార్ణాంకాలు (prime factors) కనకోకవడం చాల కష్టం. అంతరాీలంలో 
వార్ిలని స్ర్క్షితంగా పంపడానికి ఈ లక్షణ్ం బాగా ఉపయోగపడుతుంది. వివరాలు చెపుపకుంటూ 
పోతే దారి తపుపతాం. ప్రధాన సంఖ్యలు మన జీవితంలో ఉపయోగపడే సంద్ర్భం ఇదొకటి అని 
చెపుపకోడానికి ఉదాహర్ణ్గా ఈ విష్యం ప్రస్తివించ్చన. 
 
క్రీ. ప్య. 200 నాటికి ఇరాటోసినీస్ (Eratosthenes) అనే గ్రీకు ఆస్తమీ అంకెలనిిటిని “ఒక 
జలీెడలో  వేసి జలిీసేి” పైన ప్రధాన సంఖ్యలు మాత్రమే మిగిలే పద్ధత్తని కనిపెట్లటడు.  ఈనాటి వర్కు 
మనకి తెలిసిన విష్యాలు అనీి సమరించ్చకుంటూ పోడానికి ఇది సథలమూ కాదు, వేళా కాదు. కాని 
కొనిి మ్మఖ్యమైన విష్యాలని టూకీగా చెపుపకొస్తిన. 
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9.3  నియమిత విరామ సమసయ  (Bounded Gap Problem) 
 
ఒక సర్ళ్ర్యఖ్ మీద్ సమాన దూరాలలో చ్చకకలు పెటిట, వాటి పకక 0, 1,  2, 3, ..., అనకుంటూ 
నిరివరామంగా వచ్చే సంఖ్యలని సూచించినపుపడు దానిని "సంఖ్యయ ర్యఖ్" (number line) అంటారు. 
ఈ సంఖ్యయ ర్యఖ్ మీద్ ప్రధాన సంఖ్యలని, మాటవర్సకి, ఎర్ర ర్ంగులో రాసేం అనకుందాం. అపుపడు 
గ్లత మొద్టో ీచాల ఎర్ర ర్ంగు సంఖ్యలు కనిపస్తియి: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 
37, 41, 43 47 అనే పద్హారు సంఖ్యలు 50 కంటె చినివయిన ప్రధాన సంఖ్యలు. సంఖ్యయ ర్యఖ్ మీద్ 
వంద్ వర్కు వెళతే, అంట్ల 1 నండి 100 మధయలో, ఇర్వై అయిదు ప్రధాన సంఖ్యలు కనిపస్తియి. 
లెకికంచి చూస్కొండి. వెయియ వర్కు వెళతే 168 ప్రధాన సంఖ్యలు కనిపస్తియి. అంట్ల, సంఖ్యయ ర్యఖ్ 
మీద్ దూర్ం వెళ్లతూని కొదీ ాప్రధాన సంఖ్యలు కనిపంచడం పలచబడుతుంది, లేదా ప్రధాన సంఖ్యల 
స్తంద్రత తగుగతుంది. ఈ పలచబడడం గురించి చిని ఉపమానం చెబుతాన. 
 
ఉదాహర్ణ్కి ప్రధాన సంఖ్యలు ప్రధాన సంఖ్యలతట్ల వివాహాలు చ్చస్కుంటాయని అనకుందాం. 
అపుపడు సంఖ్యయ ర్యఖ్ మొద్టోీ ఉని ప్రధాన సంఖ్యలకి సంబంధాలు దొర్కడం తేలిక - పకక పకకనే 
సంబంధాలు దొరుకుతాయి. సంఖ్యయ ర్యఖ్ మీద్ దూర్ం వెళ్లతూని కొదీ ాప్రధాన సంఖ్యలు 
పలచబడతాయి కనక అకకడ ఉని వారు సంబంధాలకోసం ఇరుగునా, పరుగునా చూసేి దొర్కడం 
కష్టం; కావలసిన లక్షణాలు ఉని సంబంధం కోసం “దేశాంతరాలు” దాటి పోవాలి. ఉదాహర్ణ్కి 
"గూగోల్ పెీక్స్" (అంట్ల, 10 గూగోల్ స్తరు ీవేసి గుణించగా వచిేన సంఖ్య) ద్గగర్ ఉని ప్రధాన 
సంఖ్యకి సంబంధం కావాలంట్ల ఇటూ, అటూ "గూగోల్" దూర్ం వెతక వలసి రావచ్చే. (గూగోల్ 
అంట్ల 1 తరువాత 100 స్నిలు, "గూగోల్ పెీక్స్" అంట్ల 1 తరువాత గూగోల్ స్నిలు.) 
 
ఇకకడ గమనించవలసిన విష్యం ఏమిటంట్ల సంఖ్యయ ర్యఖ్ మీద్ అనంతమైన దూర్ం వెళీనా ప్రధాన 
సంఖ్యలు కనిపసూినే ఉంటాయనిది ఒక అంశం.  అంతే కాదు అనంతంగా ఉని ప్యర్ణ 
సంఖ్యలనిిటిని కేవలం ప్రధాన సంఖ్యలు మాత్రమే ఉపయోగించి పుటిటంచవచ్చే. (The whole 
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number line can be produced using nothing but primes.) ఇటవంటి లక్షణాలు 
ఉండబట్లట ఈ క్షేత్రానిి దునితూని కొదీ ావజ్రాలు పుటటకొస్ినాియి. 
 
ఇపుపడు కొనిి ప్రతేయకమైన ప్రధాన సంఖ్యల ప్పరు ీచెబుతాన.  వీటి వెనక ఉండే గణిత సూత్రాలు, 
ఋజువులు అర్థం కాకపోయినా పర్వా లేదు. 
 
(1) ప్రధాన సంఖ్యలు (2 ని మినహాయించి) అనీి బేసి సంఖ్యలే. 
 
(2) రెండు ప్రధాన సంఖ్యల మధయ దూర్ం 2 అయితే వాటిని "కవల ప్రధాన సంఖ్యలు" లేదా 
"కవలలు" (twins) అంటారు. ఉదా: (3,5); (5,7); (11,13); (17,19); వగైరా. ఈ వరుస 
క్రమంలో తరువాత వచ్చే కవలలు మరి కొనిి చెపుపకోగలరా? ప్రయత్తించండి, కష్టం కాదు. 
 
(3) రెండు ప్రధాన సంఖ్యల మధయ దూర్ం 4 అయితే వాటిని "జాత్త ప్రధాన సంఖ్యలు" లేదా జతాులు 
(cousins) అంటారు. ఉదా: (3,7); (7,11); (13,17). మరికొనిి మీరు రాసి చూడండి. 
 
(4) రెండు ప్రధాన సంఖ్యల మధయ దూర్ం 6 అయితే వాటిని “ష్ష్ఠయంతర్ ప్రధాన సంఖ్యలు" అనొచ్చే.  
లేదా ష్ష్ఠయంతరాలు.  లేటిన్ లో 6 ని sex అంటారు కనక వీటిని ఇంగీ్లషులో “sexy ప్రధాన 
సంఖ్యలు” అంటారు. ఉదా: (5, 11); (7, 13); (11,17). మరి కొనిి ష్ష్ఠయంతరాలు మీరు రాసి 
చూడండి. 
 
కవలలనీ, జతాులనీ, ష్ష్ఠయంతరాలునీ, ...., వగైరాలని గుతిగుచిే “జంట” ప్రధాన సంఖ్యలు అనొచ్చే. 
ఇకకడ “కవల” కీ “జంట” కీ తేడా ఉంది. జంట ప్రధాన సంఖ్యల మధయ దూర్ం మనం నిరా్యశించి 
చెపపవచ్చే కాని “కవల” సంఖ్యల మధయ దూర్ం ఎపుపడూ రెండే. 
 
కాలక్షేపానికీ, మరికొనిి ఆసకిికర్మైన విష్యాలు: 
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(5) ఒక ప్రధాన సంఖ్యలో ఉని అంకెలని ఏ విధంగా అమరిేనా త్తరిగి ప్రధాన సంఖ్యయ వసేి వాటిని 
నిర్ప్పక్ష (absolute) ప్రధాన సంఖ్యలు అంటారు. ఉదా: 199, 919, 991. వెయియ లోపున 21 
నిర్ప్పక్ష ప్రధాన సంఖ్యలు ఉనాియి: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 31, 37, 71, 73, 79, 97, వగైరా. 
మిగిలిన తొమిమదింటిని మీరు కనకొకండి. 
 
(6) కచిక (palindrome) ప్రధాన సంఖ్యకి ఒక ఉదాహర్ణ్: 700666007. ఇది ఎట నండి 
చదివినా ప్రధాన సంఖ్యయ! మధయలో 666 ఉండడం వలీ దీనిని "సైతాన" (beastly) ప్రధాన సంఖ్య 
అని కూడ అంటారు. (క్రైసివ మతంలో సైతానని 666 త సూచిస్తిరు.) 
 
(7) ఒక సంఖ్యలో అంకెలని గుండ్రంగా చక్రంల అమరిేన తరువాత ఎకకడనండి చదివినా ప్రధాన 
సంఖ్యయ వసేి దానిని చక్రీయ (cyclic) ప్రధాన సంఖ్య అంటారు. ఉదా: 1193, 1931, 9311, 3119 
అనేవి నాలుగంకెల చక్రీయ ప్రధాన సంఖ్యలు. 
 
(8) ఒక సంఖ్యలో అనీి గుండ్రటి ఒంపు త్తరిగిన అంకెలు (అనగా 0, 3, 6, 9) మాత్రమే ఉంట్ల 
దానిని ఒంపుల ప్రధాన సంఖ్య (curved-digit prime) అంటారు. 
 
(9) ఒక ప్రధాన సంఖ్యలో అంకెలని ఒకటీ, ఒకటీ మినహాయించ్చకుంటూ పోతూనిపుపడు మిగిలినది 
ప్రధాన సంఖ్యయ అయితే దానిని "మినహాయింపు" (deletable) ప్రధాన సంఖ్య అంటారు. ఉదా: 
1997. ఎడమ పకక నండి వరుసగా 1, 9, 9 మినహాయించగా మిగిలిన 997, 97, 7 ప్రధాన 
సంఖ్యలు. 
 
(10) "కూయబన్" (Cuban) ప్రధాన సంఖ్యలకీ, కూయబా దేశానికి ఏ విధమైన సంబంధమ్మ లేదు. 
ఇకకడ "కూయబన్" అంట్ల "కూయబ్" (cube) కి సంబంధించిన అని అర్థం. వీటిని మనం “ఘన ప్రధాన 
సంఖ్యలు” లేదా ఘనాపాటీలు అన్న అనొచ్చే.  
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ఇల సర్దా కబురు ీచాల సేపు చెపుపకోవచ్చే కాని మ్మందుకి కదులుదాం. 
 
ఈ వాయస్తనికి మ్మఖ్య కార్ణ్ం చరిేంచ్చ మ్మందు మరొకక సంగత్త తెలుస్కుందాం.  సంఖ్యయ ర్యఖ్ మీద్ 
దూర్ం వెళ్లతూని కొదీ ాప్రధాన సంఖ్యల తర్చ్చద్నం (frequency) లేదా స్తంద్రత (density) 
తగిగపోతుంది అని కదా మొద్టో ీచెపుపకునాిం; అంట్ల, వాటి మధయ ఖ్యళీ లేదా మొర్రి లేదా విరామం 
(gap) పెరుగుతూ కనిపస్ింది. ఈ పెరుగుద్లలో ఏదైనా ఒక బాణీ ఉందా అనేది ఆసకిికర్మైన 
పరిశోధనా అంశమే!  ప్రస్ితానికి ఆ విష్యానిి కూడ పకకకి పెటిట మరొక సంబంధిత అంశానిి 
పరిశీలిదాాం. సిదాధంతపర్ంగా లెకక కటిటనపుపడు 360,000 చ్చటటపట ీఈ విరామం  సగటన 12.8 
“అంకెల దూర్ం” ఉంటంది. (గణిత పరిభాష్లో చెపాపలంట్ల, ఒక సంఖ్య N అయితే ఆ చ్చటటపట ీ
విరామం విలువ సగటన “నేచ్చర్ల్ లగరిథం అఫ్ N,” (ln N), అయి ఉంటంది.) అనగా,  
ఎకకడ చూసినా ఈ సగట విలువ కంటె ఎకుకవలు, తకుకవలు కూడ కనిపసూినే ఉంటాయి. 
ఉదాహర్ణ్కి సంఖ్యయ ర్యఖ్ మీద్ 360,000 చ్చటటపట ీవచ్చే ఈ ప్రధాన సంఖ్యల జంటలని బొమమ 8.2 
లో  చూడండి. 

 
బొమమ 9.2  ప్రధాన సంఖ్యల మధయ విరామం  
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(1) 360,169 & 360,181 అనే ప్రధాన సంఖ్యల మధయ విరామం విలువ 12. ఇది సగటకి 
ద్గగర్గా ఉంది.  
(2) 360,287 & 360,289 అనే ప్రధాన సంఖ్యల మధయ విరామం  విలువ 2.  కనక ఇవి కవలలు. 
ఈ విరామం సగట కంటె బాగా తకుకవగా  ఉంది.  
(3) 360,653 & 360,749 అనే ప్రధాన సంఖ్యల మధయ విరామం  విలువ 96. ఈ విరామం 
సగట కంటె బాగా ఎకుకవగా  ఉంది.  
 
కనక ప్రధాన సంఖ్యల గురించి ఏది చెపపనా ఆష్ఠమాషీగా చెబితే కుద్ర్దు; కొంచెం జగ్రతిగా 
ఆలోచించి  చెపాపలి. 
 
సంఖ్యయ ర్యఖ్ మీద్ ఎంత దూర్ం వెళీనా ప్రధాన సంఖ్యలు కనిపసూినే ఉంటాయని యూకిీడ్ ఏనాడో 
అనాిడు కదా. కాని ఆయన కవల ప్రధాన సంఖ్యల గురించి ఏమీ చెపపలేదు. గణితశాస్త్రంలో ఒక 
శిష్ఠటభిప్రాయం (conjecture) – అంట్ల, ఇంకా ఋజువు కాని ఫలితం – ప్రకార్ం  ఇటవంటి కవల 
ప్రధాన సంఖ్యలు కూడ సంఖ్యయ ర్యఖ్ మీద్ ఎంత దూర్ం వెళీనా అల కనిపసూినే ఉంటాయిట. ఆ 
మాటకొసేి జాత్త ప్రధాన సంఖ్యలు, ష్ష్ఠయంతర్ ప్రధాన సంఖ్యలు,....., వగైరాలు కూడ సంఖ్యయ ర్యఖ్ మీద్ 
ఎంత దూర్ం వెళీనా అల కనిపసూినే ఉంటాయిట. 
 
ఇపుపడు మే నెల 2013 లో ఈటాంగ్ జంగ్ ఈ దిశలో అధిర్యహించిన శిఖ్ర్ం గురించి 
తెలుస్కుందాం. ఈయన ఆవిష్కరించిన కొతి విష్యం ఏమిటంట్ల సంఖ్యయ ర్యఖ్ మీద్ ఎంత దూర్ం 
వెళీనా "ప్రధాన సంఖ్యలు 'వాటి మధయ కనిపంచ్చ విరామం (gap) ఒక పరిమితమైన అవధి 
దాటకుండా' అల కనిపసూినే ఉంటాయి" అని.  ఎనిిట? అనంతమైననిి!  (ఈ ఫలితానిి ఇంగీ్లషులో, 
The number of prime pairs that are less than a bound apart is infinite అని 
రాయవచ్చే.) దీని స్తరాంశం అవగాహన కావాలంట్ల గణిత శాస్త్రపు లోతులలోకి కొదిాగానైనా వెళాీలి. 
సంఖ్యయ ర్యఖ్ మీద్ ఎంత దూర్ం వెళీనా ప్రధాన సంఖ్యలు కనిపసూినే ఉంటాయి అని విష్యం 
మనంద్రికీ తెలిసిన విష్యమే. ఇపుపడు  జంగ్ వచిే  “ఒక ప్రధాన సంఖ్యకి, దాని తరువాత 
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కనిపంచ్చ ప్రధాన సంఖ్యకి మధయ వచ్చే విరామం నియమితం” (bounded) అని అనాిరు. అంట్ల, 
ఎంత దూర్ం వెళీనా ఆ ఖ్యళీ విలువ ఒక అవధి దాటకుండా పరిమితంగానే ఉంటంది కాని ఎపపటికీ 
అనంతం కాదు. ఇంకా నిరిధష్టంగా చెపాపలంట్ల, ఆ విరామం విలువ 70,000,000 దాటదు.” ఇది 
స్తమానయలకి అందుబాట కాని విష్యమే అయినా గణిత ప్రపంచంలో పతాక శీరిషక అయి 
కూరుేంది. 
 

 
బొమమ 9.3  ఈటాంగ్ జంగ్ 

 
జంగ్ చూపంచిన దారి వెంట తరికంచ్చకుంటూ వెళతే మరొక ఉపయుకిమైన ఫలితం వెంటనే 
దొరికింది. పైన చెపపన అనంతమైన శ్రేఢిలో వచ్చే ప్రధాన సంఖ్యల మధయ వచ్చే విరామానికి  ఒక గరిష్ఠ 
అధో అవధి (greatest lower bound లేదా infimum) ఉందిట. అది 70,000,000 కంటె 
ఖ్చిేతంగా తకుకవేనట. (అనగా, ఇంగీ్లషులో చెపాపలంట్ల the number of prime pairs that 
are less than 70 million units apart is infinite.) ఇదే విష్యానిి గణిత పరిభాష్లో 
మళాీ చెబుతాన. ఉదాహర్ణ్కి pn, pn+1 అనేవి ఒకదాని తరువాత మరొకటి వచ్చేవి అయిన రెండు 
ప్రధాన సంఖ్యలు అనకుందాం. అపుపడు pn+1 – pn = gn అనేది ఈ రెండు ప్రధాన సంఖ్యల మధయ 
ఉండే విరామం (gap). ఈ విరామం విలువ అనంతం కాదు అనిది మొద్టి ఫలితం. ఈ విరామం 
విలువ 70 మిలియన ీకంటె తకుకవ అనిది విశ్శష్ఠంశం. ఈ సంద్ర్భంలో ఈ 70,000,000 ని 
అవధి (bound) అంటారు. ఇదే విష్యానిి గణిత పరిభాష్లో ఈ దిగువ అసమీకర్ణ్ం 
(inequality) దావరా చెపపవచ్చే:  limit as n goes to infinity of the infimum of gn is 

63



less than 70 million.  ఇదే విష్యానిి సంప్రదాయిక గణిత పరిభాష్లో రాసినపుపడు బొమమ 
9.4 లో చూపనటీ ఉంటంది: 
 

 
బొమమ 9.4 ఈటాంగ్ జంగ్ స్తధించిన ఫలితం 

 
(ఇకకడ “ఇన్^ఫిమమ్” (infimum) అని మాటకి అర్థం తెలిసేి కాని ఈ అసమీకర్ణ్ం ప్యరిిగా 
బోధపడదు. ఇంగీ్లషులో, the infimum of a set of numbers is the largest number 
that is less than or equal to all the numbers in the set.) ఒక విధంగా చూసేి 
“ఇన్^ఫిమమ్” కీ “మినిమమ్” (కనిష్ఠ) కీ పోలిక ఉంది. కాని కొనిి సంద్రాభలలో కనిష్ఠ 
(“మినిమమ్”) అంశం కావాలని అడిగితే సమాధానం దొర్కదు.  ఉదాహర్ణ్కి “ధన నిజ సంఖ్యలు 
లో  ఏది కనిష్ఠం?”  అంట్ల చెపపలేమ్మ.  కాని “ధన నిజ సంఖ్యలు" అనీి -3 కంట్ల పెద్వాే, -2 కంటె 
పెద్ావే, -1 కంటె పెద్వాే -0.5 కంటె పెద్వాే, -0.1  కంటె పెద్వాే, 0 కంటె పెద్వాే అనకుంటూ వెళతే 
ఈ -3, -2, -1, -0.5, …-0.1,...  , 0 లలో అనిిటి కంటె పెద్దా్యిన అధో అవధి - గరిష్ఠ అధో 
అవధి (greatest lower bound) 0 అవుతుంది. మరొక ఉదాహర్ణ్గా {2,3,4} అనే సమిత్తకి 2 
గరిష్ఠ అధో అవధి; 1 “అధో అవధి” మాత్రమే అవుతుంది కాని గరిష్ఠ అధో అవధి కాజలదు.) 
 
ఇపుపడు జంగ్ స్తధించిన ఫలితానిి మరొక విధంగా చెపప చూస్తిన. ఒక అవధిని తీస్కొని,  
సంఖ్యలన ఎంత పెంచ్చకొంటూ పోయినా, తమ మధయ దూర్ం ఆ అవధిని మించకుండా ఉండే 
ప్రధాన  జంటలు దొరుకుతాయా లేదా అనిది ఇకకడి ప్రశి. దొరుకుతాయి అనిది జంగ్ 
నిరూపంచారు. ఆ అవధి 70,000,000 కనాి తకుకవని కూడా నిరూపతమైంది.  
 
గణితంలో ఇటవంటి అవధులని నిర్ణయించడం చాల మ్మఖ్యమైన పని. ఈ ఫలితానిి ఆసరాగా 
చ్చస్కుని మరికొంద్రు ఈ అవధి (bound) ని 246 కి, తరువాత 16 కి కుదించగలిగేరు. అనగా, ఆ 
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అవధి 16 కనాి తకుకవ అని కూడా నిరూపంచారు! అంట్ల ఎంత పెద్ ాసంఖ్య తీస్కొనాి, ఆ సంఖ్య 
కనాి పైన – ‘16 కంటె  తకుకవ దూర్ం ఉని’ ప్రధాన జంటలు మనకి దొరుకుతాయి. 
మరెవవరైనా ఈ అవధిని 2 కి కుదించగలిగితే ఎపపటినంచో వాడుకలో ఉని కవల ప్రధాన సంఖ్యల 
శిష్ఠటభిప్రాయం  (Twin Prime Conjecture) నిజం అవుతుంది. ఏమిటా శిష్ఠటభిప్రాయం? కవల 
ప్రధాన సంఖ్యలు అనంతం అనిది.  
 
కవల ప్రధాన సంఖ్యలు అనంతం అని నిర్ణయం జరిగిపోతే అదే తర్కంత జతాులు, ష్ష్ఠయంతరాలు, 
వగైరాలు అనీి కూడ అనంతమే అని ఋజువు చెయయటం తేలిక. అంట్ల, మీరు ఏ సరి సంఖ్య ఇచిేనా 
సర్య ఆ సంఖ్య నిరా్యశించిన దూర్ంలో ఉండే జంట ప్రధాన సంఖ్యలు అనంతం అని మాట! 
 
కుతూహలం ఉని వారికి 2,003,663,613 × 2195,000 − 1 and 2,003,663,613 × 2195,000 
+ 1 అనేవి కవల ప్రధాన సంఖ్యలకి మరొక ఉదాహర్ణ్.  అలగే 3,756,801,695,685 x 
2666,689 -1 and 3,756,801,695,685 x 2666,689 -1 అనేవి కవలలకి మరొక  ఉదాహర్ణ్. 
 
ఇంత కథా చెపప జంగ్ ఈ  ఫలితానిి ఎల స్తధించ్చర్య చెపపనేలేదు కదూ? ఇరాటోసినీస్ 
(Eratosthenes) జలీెడ వంటి స్తధనానేి ఈయనా ఉపయోగించ్చరు. ఆ వివరాలు అనీి ఇకకడ 
చెబుతూ కూరుేంట్ల ఇది లెకకల పాఠంల తయార్యే ప్రమాద్ం ఉంది; కావలసిన వారు ఈ  దిగువ 
ఇచిేన ఆధారాలు చద్వండి.  
 
కృతజాతలు:  
 
ఈ వాయసం ఈమాట అంతరాీల పత్రికలో ప్రచ్చర్ణ్ అయే మ్మందు సంపాద్కుడు శ్రీ మాధవ్ 
మాచవర్ం అందించిన సహాయానికి, ప్రచ్చర్ణ్ పందిన తరువాత పాఠకుల నండి వచిేన 
అనూహయమైన సపంద్న నని చకితుణిణ చ్చసింది. నా వాయస్తనిి చదివి మెచ్చేకునివార్ంద్రికీ ఒకొకక 
నమస్తకర్ం; తపుపలు ఎత్తి చూపన పాఠక వరాగనికి వెయియ నమస్తకరాలు!  కేవలం భాష్ఠనవాదానికి 
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సంబంధించిన తపుపలని ఎత్తి చూపన వారు కొంద్రైతే, గణితపర్ంగా, మౌలికమైన తపుపలని పటిట, 
సవరించిపెటిటనవారు మరికొంద్రు. వీలయినంత వర్కు తపుపలని సరిదిదేాన. ఈమాట చరిత్రలో - నా 
అనభవంలో - ఇటవంటి ప్రక్రియ జర్గడం  ఇదే మొద్టిస్తర్యమో. గణితంలోని మూల భావాలని 
ఇంగీ్లషు  నండి తెలుగులోనికి దింపనపుపడు నా తెలుగులో ఇంకా వెలిత్త కనిపంచవచ్చే. రెండు  
విష్యాలు జాపకం పెటటకోమని పాఠకలోకానికి మనవి.  ఒకటి, ఇది గణితంలో నిష్ఠణతులైన 
పండితులని ఉదేాసించి రాసినది కాదు; స్తమానయ పాఠకులకి అర్థం అయే రీత్తలో పదారాథనిి పరిచయం 
చెయాయలని  చ్చసిన  ప్రయతిం. రెండు, తెలుగులో ఇటవంటి వాయస్తలు రాయడానికి ఒర్వడి అంటూ  
ఒకటి సిథర్పడలేదు. కనక చదువుతూనిపుపడు మీకు కనిపంచ్చ లస్గులు  రాస్ినిపుపడు నాకు 
కనిపంచవు. అందుకని పాఠకులంద్రూ ఇదే నిష్టత నా వాయస్తలని చదివి మీమీ అమూలయ 
అభిప్రాయాలు తెలియజేసూి ఉండండి.  
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10. రీమాన్ శిషా్టభిప్రాయం 
 

పైసా  ఖర్చు లేకండా మిలియన్ డాలర్చు సంపాదంచే ఉపాయం చెబుతాను, వంటారా? 
“అంత తేలికైతే మీరే ఆ ఉపాయం వాడుకో వచ్చు కదా?” అని మీర్చ అడగొచ్చు. 
“తేలిక అన లేదు. ‘కానీ ఖర్చు లేకండా’ అన్నాను. లాటరీ టికెటా్ట కొనకకరలేదు, వేగస్ కి వెళ్లు వేలు 
తగలేసుక రానకకరలేదు. కడుపులో చలు కదలకండా ఇంట్లు కూర్చుని సంపాదంచే ఉపాయం.” 
“చెప్పండి, అయితే!” 
“రీమాన్ ఉటంకించిన శిష్టాభిప్రాయం (conjecture) ఒప్పప” అని ఋజువు చేస్తే క్లు మేథమేటికల్ 
ఇనిటిటూట్ (Clay Mathematical Institute) వార్చ బిళ్ు కడుములాుంటి డాలర్చు – 
మిలియను డాలర్చు - ప్టా్టకొచిు ఒళ్లు పోసాేమని సా. శ. 2000 లో ప్రకటన చేస్తర్చ.  
 
 “ఏమిటా శిష్టాభిప్రాయం?” 
 
“జీటా ప్రమేయం యొకక శూనయసాాన్నలు (zeros of the zeta function) లేదా మూలాలు 
(roots) అనీా (నిజ, ఋణ రేఖ మీద కనబడే సాధారణ మూలాలని మినహాయించి) సంకీరణ లేదా 
జంట తలంలో (అనగా, complex plane లో) x = ½ అనే రేఖ మీదే గుమిగూడి ఉన్నాయి” అని 
ఋజువు చెయ్యయలి. ఇద నిజమే సుమా అని రీమాన్ ఒక అమూలయ అభిప్రాయం వెలిబుచేుర్చ - 
ఋజువు చెయయకండా! మనకి ఇపుపడు ఆ ఋజువు కావాలి.  
ఈ అభిప్రాయం నిజమే అని ఋజువు చేసిన వారికి మిలియను డాలర్చు బహుమానం ఇచెుసాేర్చ. 
అంతటితో పురసాకర ప్రంప్ర ఆగిపోదు. ఏదో పెదద వశవవదాయలయం వార్చ ఆచారయ ప్దవ 
అంటగడతార్చ. “నీ తెలివని, న్న అందానిా పుణికిపుచ్చుకని పిలులు పుటా్టచ్చు కదా” అని 
హా(బా)లివుడ్ తార పెళ్లు ప్రతిపాదస్తే, మిలియను డాలరుతో పాట్ట సవరగ దావరాలు కూడ 
తెర్చచ్చకోవచ్చు! 
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సమసయ చెప్పపసి పారిపోతే ఏమి మరాయదగా ఉంట్టంద? ప్రిష్టకరానికి దారి కూడ చూపుతాను.  ఏ 
పుటాలో ఏ పాము ఉందో? 
 
అంచెలంచెల మీద లోతుకి తీసుక వెళ్తాను. గణితంలో సంప్రదాయికంగా వాడే సంక్లతాలతో 
ప్రిచయం ఒక మోతాదు, కలన గణితంతో ప్రిచయం ఒక మోతాదు, ఉతాటహం ఒక మోతాదు 
ఉంటే నేను చెప్పపద అరాం చేసుకందుకి పెదదగా పాండితయం అకకరలేదు. సమసయ అరాం అయిన 
తర్చవాత, దానిని ప్రిష్కరించి, మిలియను డాలర్చు కొటేయాడానికి కొంచెం లోతుగానే పాండితయం 
ఉండాలి (బొమమ 10.1 చూడండి). 
 

 
 
బొమమ 10.1 రీమాన్ వెలిబుచిున శిష్టాభిప్రాయం యొకక ప్రాముఖయతని గురిేస్తే డేవడ్ హిలబరా్ట 
ఉటంకించిన అభిప్రాయం.(రీమాన్ వాడిన ‘హైపాథసిస్’ అనా మాట నేను వాడుతునా ‘కంజెకుర్ట’ 

అనా మాట దరిదాపుగా సమాన్నరాకాలే) 
 
10.1 చారిత్రక నేప్థయం  
 
రీమాన్ గురించి  ఒక మాట. రీమాన్ (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 
September 17, 1826 – July 20, 1866) తన 28 వ ఏట, అనగా 1854లో, చేసిన 
ప్రసంగానిా ఆధారంగా చేసుకని అయిన్‌సాయిన్ తన సారవత్రిక సాప్పక్ష సిదాధంతం (General 
Theory of Relativity) అనే మహా సౌధానిా లేవనెతేేడు. గణితంలో రీమాన్ అంతటి దట.ా అదే 

69



వయకిే  అయిదేళ్లు పోయిన తర్చవాత, 1859 లో క్లవలం ప్ద పుటలు పొడుగునా ఒక ప్రిశోధన్న 
ప్త్రానిా ప్రచ్చరించి గణిత ప్రప్ంచానిా అదరగొటేాడు. ఆ ప్త్రంలోనే ఆయన తన శిష్టాభిప్రాయ్యనిా 
వెలిబుచేుర్చ. చిత్రం  ఏమిటంటే సంఖ్యయ వాదం (Number Theory) లో ఆయన రాసిన ఏకైక 
ప్రిశోధన్న ప్త్రం ఇద. 
 

 
 

బొమమ  10.2 రీమాన్  
 
అప్పటిక్ల ఎంతో ప్పర్చ మోసిన ప్రధాన సంఖ్యయ సిదాధంతం (The Prime Number Theorem) 
మీద ఈ శిష్టాభిప్రాయం ఎంతో ప్రభావం చూప్డం వలు, ఈ సమసయని ప్రిష్కరించవలసిన అవసరం  
కీలకం అయి కూర్చుంద. ఈ ప్రధాన సంఖ్యయ సిదాధంతానికి పెదద ప్రవరే ఉంద. ఇచిున ఒక “సరిహదుద” 
సంఖయ x ని మించకండా ప్రధాన సంఖయలు ఎనిా ఉన్నాయో ఊహించి ఉరమరగా చెబుతుంద ఈ 
సిదాధంతం. ఈ  ఉరమర మదదంపుకి  లెజండర్ట ఒక స్తత్రానిా ఇస్తే దానిని కాసింత మెర్చగు ప్రచి 
గౌస్ (Johann Carl Friedrich Gauss, 30 April 1777 – 23 February 1855) తన 
18 వ ఏట మరొక స్తత్రానిా ప్రవచించేర్చ. నిజ రేఖ మీద ఒక హదుదని ఇస్తే, ఆ హదుదని మించకండా 
ఆ రేఖ మీద ఎనిా ప్రధాన సంఖయలు ఉంటాయో ఉరమరగా చెబుతుంద ఈ స్తత్రం. గౌస్ అంచన్నని 
మరింత మెర్చగు ప్రచి రీమాన్ (గౌస్ శిష్యయడు) మరొక స్తత్రం ఇచేుర్చ. ఈ  స్తత్రం ప్నిచేసుేనాటేు 
ఉంద కాని పున్నదులు ఎంత దటాంగా ఉన్నాయో తెలియదు. పున్నదులు దటాంగా ఉండాలంటే  
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రీమాన్ వెలిబుచిున శిష్టాభిప్రాయం నిజం అవాలి. అపుపడు గౌస్ ఇచిున  ఆ ఉరమర లెకకలో “దోష్ం” 
(error) ఎంత ఉందో లెకక కటావచ్చు. 
 
ముందుకి కదలే ముందు,  ఇకకడ మనకి కావలసిన అవసరాల మేరకి,  ప్రమేయం (function) 
అంటే ఏమిట్ల చెప్పనివవండి. ప్రమేయం ఒక పెట్ట ాలాంటిద. ఈ పెట్టాకి ఒక ప్పర్చ ఉంటే బాగుంట్టంద 
కదా. సరవసాధారణంగా, ఇంగ్లుష్య ప్రప్ంచంలో, ఇట్టవంటి పెట్టకాి f అనే ప్పర్చ పెడతార్చ. ఈ పెట్ట ా
లోనికి మనం x అనే అంశానిా ప్ంపితే ఈ పెట్ట ామరొక అంశానిా బయటకి వెలిగకకతుంద – అద 
ఈ పెట్ట ాలక్షణం. ఈ ప్రక్రియని గణిత ప్రిభాష్లో f(x) అని రాసాేర్చ. అంటే, ఉదాహరణకి “f అనే 
పెట్టాలోకి x అనే సంఖయని ప్ంపితే బయటకి f(x) అనే సంఖయ వసుేంద” అని అరాం.  
 
ఇపుపడు లెజండర్ట-గౌస్ నిరిమంచిన స్తత్రానిా వాడడం ఎలాగో చూపెడతాను. చినా ఉదాహరణగా x 
అనే హదుద పెడదాం. ఈ x ని మించకండా ఎనిా ప్రధాన సంఖయలు ఉన్నాయో ఆ సంఖయని n(x) అనే 
ప్రమేయంతో స్తచిదాదం. దగువ ప్టికా చూడండి. ఈ n(x) ఉరమరగా x/ ln x అంత ఉంట్టంద 
అన్నార్చ లెజండర్ట.  మచ్చుకి x = 100 అయితే, 100/ ln 100 = 21.7 కనుక 100 లోపున 
ఉరమరగా 22 ప్రధాన సంఖయలు ఉంటాయని  ఈ స్తత్రం అంచన్న వేస్ేంద. నిజనికి 100 లోపున 
25 ప్రధాన సంఖయలు ఉన్నాయి (లెకక వేసి చూసుకొండి). కనుక ఈ  అంచన్నలో దోష్ం 22 - 25 
లేదా “వందంట -3” లేదా 3 శాతం. మరొక మచ్చుగా హదుద x = 1000, 000,000 అయితే మన  
అంచన్న 109/ ln 109 = 50,847,534.  నిజనికి బిలియను హదుద లోపున 48,254,942 ప్రధాన 
సంఖయలు ఉన్నాయి (ఇద మీర్చ లెకక వేసి చూసుకోలేర్చ కాబటిా న్న మాట నమమండి.) కనుక లెజండర్ట 
అంచన్నలో దోష్ం 48,254,942 - 50,847,534 = -2,592,592 లేదా 0.25 శాతం.  ఈ  
లెజండర్ట లెకకని గౌస్ మెర్చగు ప్రచేర్చ. నిజ రేఖ మీద దూరం వెళ్లతూనా కొద్దద గౌస్ అంచన్న 
మెర్చగవుతుంద (ఈ  దగువ ప్టిాక చూడండి). రీమాన్ శిష్టాభిప్రాయమే ఋజువయితే ఈ అంచన్నని 
ప్టిాకలో చూపినట్టు ఇంకా మెర్చగు ప్రచవచ్చు. అద్ద రీమాన్ శిష్టాభిప్రాయం  ప్రాముఖయతకి కారణం. 
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x  n (x ) లెజండర్ట లెకక 
లో దోష్ం  

గౌస్ లెకక  
లో దోష్ం  

రీమాన్ లెకక  
లో దోష్ం  

10 4 0 2 - 

102 25 -3 5 1 

103 168 -23 10 0 

106 78498 -6116 130 29 

109 50847534 -2592592 1701 -79 

 
 
10.2 రీమాన్ జీటా ప్రమేయం  
 
ఇపుపడు మళ్లు మన ప్రమేయం అనే పెట్ట ావదదకి వదాదం. సరవసాధారణంగా పెట్ట ాలోప్ల ఏమి 
జర్చగుతోందో చెప్పడానికి ఒక సమీకరణం వాడతార్చ. ఉదాహరణకి f(x) = x2 అని 
చెప్పపమనుకందాం. ద్దని అరాం ఏమిటంటే పెట్టాలోకి x ని ప్ంపితే, పెట్ట ాx2 ని బయటకి 
వెలిగకకతుంద. ఇంకా వవరంగా చెపాపలంటే x = 1 అయితే పెట్ట ాబయటకి 12 = 1 వసుేంద, x = 2 
అయితే పెట్ట ాబయటకి 22 = 4 వసుేంద, x = 3 అయితే పెట్ట ాబయటకి 32 = 9 వసుేంద. పెట్ట ా
లోప్లికి నిజ సంఖయలే వెళ్ునకకర లేదు; కలపన సంఖయలు (imaginary numbers) కూడ వెళ్ు 
వచ్చు; x = i అయితే పెట్ట ాబయటకి i2 = -1 వసుేంద.  
 
రీమాన్ తన  అలవాట్ట ప్రకారం తను వాడిన ప్రమేయ్యనికి “జీటా” 𝜁 (s) అని ప్పర్చ పెటేరా్చ. ఇకకడ s 
అనేద జంట సంఖయ (complex number) ని స్తచిసుేంద. కనుక ఈ జీటా ఫంక్షన్ అనే పెట్ట ాలోకి 
a + bi అనే జంట సంఖయని ప్ంపితే బయటకి c + di అనే మరొక జంట సంఖయ వసుేంద. కొదద 
స్తప్ట్లు రీమాన్ ప్పర్చ మీదుగా ఉనా ఈ “జీటా ఫంక్షన్” రూప్ం రాసి చూపెడతాను. 

72



రీమాన్ జీటా ప్రమేయ్యనిా ఆయిలర్ట-రీమాన్ జీటా ప్రమేయం  అని కూడ అంటార్చ; ఆయిలర్ట తన 
ప్రమేయ్యనిా నిజ రేఖ మీద నిరవచిస్తే రీమాన్ అదే ప్రమేయ్యనిా జంట తలం మీద అనువరిేంచేలా 
చేస్తర్చ. రీమాన్ జీటా ప్రమేయం బొమమ 10.3 లో చూపెడుతున్నాను.  
 

 
 

బొమమ 10.3 రీమాన్ జీటా ప్రమేయం  
 

ఇకకడ s అనేద జంట చలనరాసి (complex variable). అంటే, s = a + bi లా ఉంట్టంద. 
ఇందులో  a అనాద నిజ అక్షం మీద దూరం, b అనాద కలపన అక్షం మీద దూరం. ఈ జీటా 
ప్రమేయ్యనిా అరాం చేసుకోడానికిగాను s కి రకరకాల వలువలు ఇచిు ఈ  ప్రమేయం వలువలు  కటి ా
చూదాదం.  
 
ఉదాహరణకి s = 1 అయితే - 
 

𝜁(1)  =  
1

1
 +1

2
+ 1

3
 + 1

4
 + …  

 
కళ్లశాలలో మొదటి  సంవతటరం వదాయరిధని ఎవవరిని అడిగిన్న పైన చూపిన  శ్రేణిని (లేదా శ్రేఢిని) 
హరాతమక శ్రేణి (harmonic series) గా గుర్చే ప్టి ాదాని మొతేం అనంతం ( ∞ ) అవుతుందని 
చెప్పగలడు. అనగా జీటా ప్రమేయ్యనికి s = 1 దగగర అసిేతవం లేదు. శూనయసానా్ననిా ఇంగ్లుష్యలో 
“జీరో” (zero) అనాటేు ఈ s = 1 అనే బిందువు స్తచించే అనంత సాాన్ననిా ఇంగ్లుష్యలో “పోల్” 
(pole) అంటార్చ. వీటిని తేలికగా శూన్నయలు, అనంతాలు (zeros and poles) అంటార్చ.  
 
మరొక ఉదాహరణగా  s = 2 అయితే, 𝜁(2)  =  

𝜋∗𝜋

6
 అవుతుందని ఋజువు చెయయవచ్చు. ఇకకడ 

నక్షత్రానిా గుణకారానికి గుర్చేగా వాడేను. ఆయిలర్ట ఇచిున ఋజువు పాఠ్యపుసేకాలలో సులభంగా 
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దొర్చకతుంద. నిజనికి s వలువ 1 కానంత స్తపూ  𝜁(𝑠 )వలువని “ఇంత” అని నిరాధరించడం  పెదద 
కష్ాం కాదు.  
 
మరొక ఉదాహరణగా  s = - 2 అయితే 𝜁(−2)  =  0 అవుతుందని ఋజువు చెయయవచ్చు. నిజనికి 
s వలువ -2, - 4, - 6,...  అయినంత స్తపూ  𝜁(𝑠 ) వలువని “సునా” అని నిరాధరించడం కూడ పెదద 
కష్ాం కాదు.  
 
మూడవ ఉదాహరణగా s = -1 అయితే, 
 

𝜁(−1) = 1 +2+ 3 + 4 + …  
 
అనగా 1 నుండి నిరివరామంగా వచేు పూరణ సంఖయలనిాటిని కూడితే వచేు మొతేం ఎంతో అంత 
అనామాట.  అలా దూరం వెళ్లతూనా కొద్దద మొతేం పెర్చగూనే ఉంట్టంద కదా. ఈ అంక శ్రేణి 
(arithmetic series) వలువ అనంతం ( ∞ ) అవుతుందని అనిపిసుేంద కాని అలా అవనకకర 
లేదని ఇపుపడు ఋజువు చేసాేను.  
 
ఈ రకం అప్సరణ (divergent) ప్రిసిాతి ఎదురయినపుపడు ఆ చేస్తేనా లెకక ఎందుకూ 
ప్నికిరాకండా పోతుంద. గణిత శాస్త్రవేతేలయితే ఇట్టవంటి అప్సంతి శ్రేణికి ముందొక ప్పర్చ పెటి,ా 
ప్కకన పెటి,ా మరొక “చెపిపన మాట వనే” సమసయని ఎనుాకంటార్చ. కనుక మనం కూడ ఈ రకం శ్రేణి 
(series) కి అప్సరణ శ్రేణి లేదా అప్సృత శ్రేణి (divergent series) అని ప్పర్చ పెడదాం.  
 
భౌతిక శాస్త్రంలో - ప్రతేయకించి గుళ్లక వాదం (quantum theory) లోనూ, పోగుల వాదం  
(string theory లోనూ - ఇట్టవంటి శ్రేణి ఎదురయితే ఏదో ప్పర్చ పెటేాసి  తపిపంచ్చక తిరగడానికి 
వీలు ప్డదు. వార్చ సాధంచ దలుుకనా సమసయకి ప్రిష్టకరం కావాలనుకంటే పైన చూపించిన శ్రేణిని 
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కూడగా వచిున మొతాేనిా వాడాలి. కాని ఆ మొతేం అనంతం (∞ )అయితే దానిని వాడలేర్చ. ఏదో ఒక 
ప్రిమితమైన సంఖయని వాడి రోజు గడుపుకోవాలి. ఏమిటా ప్రిమితమైన సంఖయ? 
 
ఇట్టవంటి అప్సరణ శ్రేణులని ఎలా మచిుక చేసుకని ఉప్యోగించ్చకోవచ్చు రామానుజన్ తన 
"నోట్ట” పుసేకాలలో చెప్పపర్చ. బొమమ 10.4 చూడండి. 
 

 
 

బొమమ 10.4 రామానుజన్ నోట్ట పుసేకాలలో ఒక కాగితంలో ఒక భాగం  
 
10.3 రీమాన్ జీటా ప్రమేయం వలువ 
 
భౌతిక శాస్త్రవేతేలకి లెకకలు లేక పోతే రోజు గడవదు. కాని లెకకల మేష్టార్చ చెపిపనట్టు లెకక చేస్తే 
ఆశించిన సమాధానం రాకపోతే లెకక “కిటిాంచడానికి” జంకర్చ. ఈ రకం “కిటిాంచడం” అనే ప్రక్రియకి   
ప్రిభాష్లో, సందరాానుసారంగా, ‘రెగుయలరైజేష్న్,’ ‘సమబిలిటీ,’ వగైరా ప్పర్చు వాడుతూ ఊంటార్చ.   
అదే జరిగింద. పైన రాసిన శ్రేణి వలువ ఎంతకి కిటిాంచడం? రామానుజన్ నోట్ట పుసేకాలలో ద్దని 
వలువ – (1/12) అని ఉంద కనుక ఆ వలువ అయితే అనిా వధాలా నపుపతుందని ఒకర్చ అన్నార్చ. 
అందరూ సై అంటే  సై అన్నార్చ.  అనగా, ఇప్పటి నుండి 
 
S = 1 + 2 + 3 + 4 + ....= - (1/12) 
 
ధన సంఖయలనిాటిని కలిపితే ఋణ సంఖయ ఎలా వసుేందండీ? కలికాలం కాకపోతే. పూరాణంకాలనిాటినీ 
కలిపితే భిన్నాంకం ఎలా వసుేందండీ, వడ్డూరంగా లేదూ? 
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ఎవవర్చ ఎనిా అభయంతరాలు చెపిపన్న ఈ సాావర జంగమాతమకమైన సృష్టాలో S =  (-1/12) అయితేనే 
ఈ వశవం “ఊష్! కాకీ” అంటే ఎగిరిపోయిన కాకిలా ఎగిరిపోకండా ఏదో ఇలా నడుసుేందట. 
అందుకని ఈ సందరాంలో అహం దెబబ తినా ఒక లెకకల మేష్టార్చ ఈ కింద వధంగా ఒక ఋజువు 
తయ్యర్చ చేస్తర్చ. 
 
10.3.1 జీటా ప్రమేయం వలువ: తేలిక ప్ధధతి  
 
ముందు S1 అనే మరొక శ్రేణితో మొదలు పెడదాం.  
 
(పిట ాకథ: ఈ శ్రేణి వలువ ½ అని కూడ రామానుజన్ నోట్ట పుసేకాలలో ఉంద. ఈ రకం అప్సరణ 
శ్రేణిని మొతేం చెయయడానికి ఇద ప్రతేయకమైన ప్దధతి అని కాని, ద్దని గురించి ఆయన ఇతర ఆలోచనలు 
కాని ఏవీ ఆ పుసేకాలలో లేవు. ఈ రకం కూడిక ప్దధతిని రామానుజన్ ప్దధతి అంటార్చ. ఇపుపడు ఈ 
వలువ భౌతిక శాస్త్రంలో వీశావనిా అరాం చేసుకనే పోగుల వాదంలో (string theory) చాల 
ప్రాముఖయత వహిస్ేంద.)  
 
S1 = 1 – 1 + 1 -1 + 1 – 1 +....... 
 
ఈ శ్రేణిలో ఒక్ల ఒక అంశం (ప్దం) ఉంటే ఆ పాక్షిక మొతేం (partial sum) వలువ 1. రెండు 
అంశాలు ఉంటే పాక్షిక మొతేం వలువ 1 – 1 = 0. మూడు అంశాలు ఉంటే పాక్షిక మొతేం వలువ 1 
– 1 + 1 = 1. అంటే ఏమిటనా మాట? మనం అనంతం వైపు చేస్త ప్రయ్యణంలో ఈ పాక్షిక 
మొతాేలు 0 కీ 1 కీ మధయ ఊగిసలాడుతున్నాయి తప్ప ఒక వలువ దగగరకి అభిసరించడం లేదు. కనుక 
“అనంతం వరక” వెళ్ుగలిగితే మొతేం ఎంత? తుని తగవులా ఇటూ అటూ కాకండా (1/2) అని 
ఒప్పపసుకందాం (రామానుజన్ వెనకాతల దనుాగా ఉన్నాడనే ధీమాతో).  ఈ ఫలితం తరావత 
మెటా్టలో వాడబోతున్నాం. 
ఇపుపడు S2 అనే మరొక శ్రేణిని తీసుకందాం.   
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S2 = 1 – 2 + 3 - 4 + 5 – 6 +....... 
 
ఈ S2 కి మరొక S2 ని కలుపుదాం. ఈ కలప్డం ఈ దగువ చూపిన వధంగా, “ప్కకకి జరిపి”  
కలుపుదాం. (రెండ్డ అనంత శ్రేణులే కనుక ఇలా ప్కకకి జరిపి కలప్డంలో ప్రమాదం లేదు.) 
 
2 S2 =     1 – 2 + 3 - 4 + 5 – 6 +....... 
          +     1 – 2 + 3 - 4 + 5 – 6 +....... 
2 S2 =     1 – 1 + 1 - 1 + 1 – 1 +.......     = (1/2) 
 
ఆఖరి మెటా్టలో కడి ప్కక వేసిన (1/2) మొదటి మెటా్టలో వచిున ఫలితమే! 
 
కనుక   2S2 = (1/2) 
 
లేదా  S2 = 1/4 
 
ఋజువుని పూరిే చెయయడానికి S నుండి S2 ని ఈ దగువ చూపిన వధంగా తీసివేదాదం: 
 
S – S2 =       1 + 2 + 3 + 4 + ..... 
                   -  [1 – 2 + 3 - 4 + 5  - ....] 
                =        0  + 4  + 0 + 8 + 0 + 12 ....... 
 
1 నుండి 1 తీసెస్తే 0 వచిుంద. 2 నుండి – 2 తీసెస్తే +4 వచిుంద, అలా ఉంట్టంద్ద లెకక. 
 
ఇపుపడు  4 ని కండలీకరణాల బయటకి లాగేసి, ద్దనిని ఈ దగువ వధంగా రాయవచ్చు: 
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S – S2    = 4 (1 + 2 + 3 +....) = 4S 
 
అనగా 3S = - S2.   
 
పైన చేసిన లెకక ప్రకారం S2 = ¼ కనుక S = - (1/12) 
 
అనగా 1 + 2 + 3 + 4 + ....= - (1/12) 
 
ఇదంతా కిటిాంచినట్టు కనబడుతోందా? ఈ ఫలితం నమమడానికి వీలుగా లేదు కదూ? ధన సంఖయలని 
అలా కలుపుకంటూ పోతే మొతేం ధన సంఖ్యయ రావాలి. అలా జరగలేదు. పూరాణంకాలని అలా 
కలుపుకంటూ పోతే ఫలితం పూరాణంకమే అవాలి. ఇకకడ భిన్నాంకం వచిుంద. అసలు ఈ అంకెలని 
అనంతం వరక అలా కలుపుకంటూ పోతే మొతేం వలువ పాప్ం పెరిగినట్టు పెరిగి, పెరిగి, చివరికి 
“ప్పలిపోవాలి.” అలా జరగలేదు. కాని మనం చేసిన ప్దధతిలో ఎకకడా లోప్ం లేదు. 
 
ఇదే లెకకని మరికొంచెం ప్కడబంద్దగా (అంటే కలన గణితం (calculus) ఉప్యోగించి) 
చూపెడతాను. ఈ ఋజువు మహా మేధావ ఆయిలర్ట (Euler) చలవ. ద్దనిని అరాం చేసుకందుకి 
అవకలనం (differentiation) తో కొదద ప్రిచయం ఉంటే చాలు. ఇకకడ 10.3.2 లో చూపిసుేనా 
ప్రతాయమాాయ ఋజువు చదవకండా‌దాటేసిన్న  ప్రవాలేదు.  
 
10.3.2 జీటా ప్రమేయం వలువ: దటమాైన  ప్ధధతి  
 
ఈ దగువ చూపిన అనంత గుణోతేర శ్రేణి (geometric series) మొతేంతో మొదలు పెడదాం. ఈ 
ఫలితం లెకకలు నేరిున ప్రతి వదాయరాికీ తెలిస్త ఉంట్టంద. ఈ వష్యం ఇంతక పూరవమే తెలిసి 
ఉండకపోతే మరేమీ ప్రమాదం లేదు; నేను చెబుతూనాద నిజమే అని నమిమ ముందుకి కదలండి. 
1 + x + x2 + x3 + ...... = 1

(1− 𝑥 )
,  |x| < 1 
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ఇకకడ x వలువ 1 కంట్ట తకకవ అయి ఉనాంత స్తపూ ఈ ఫలితం ప్ని చేసుేంద. 
 
ఇపుపడు అవకలనం (differentiate) చెయయడానికి వాడే స్తత్రానిా ఇకకడ చెబుతాను. ఇద ఈ  
రోజులోు ఉనాత పాఠ్శాలలోనే చెబుతున్నార్చ.  
 
𝑑 

𝑑𝑥 
 (xn)  = n x(n-1) 

 
ఇపుపడు పైన చూపిన అనంత శ్రేణిలోని అంశాలని, ఒకటీ, ఒకటీ అవకలించ్చకంటూ పోదాం.  
ముందుగా సిారాంకమైన 1 ని అవకలించగా 0 వసుేంద. x అన్నా x1 అన్నా ఒకకటే కనుక అవకలన 
స్తత్రానిా బటి ాx ని అవకలిస్తే 1 వసుేంద. అదే వధంగా x2 ని అవకలిస్తే 2x వసుేంద. (ఈ రకం 
గణితం లెకకలతో ఏ మాత్రం ప్రిచయం ఉన్నా తెలుసుేంద.) ఈ అవకలన స్తత్రానిా కడి ప్కక కూడా 
ప్రయోగించాలి. అద ప్రయోగించే వధానం మీద ఒక కప్పదాట్ట వేస్తే అవకలనం పూరిే  అయిన 
తర్చవాత మనకి మిగిలిన సమీకరణం ఈ దగువ చూపిన వధంగా ఉంట్టంద. 
 
0 + 1 + 2 x + 3 x2 + ....= 1

(1 − 𝑥 )(1−𝑥 )
 

 
 ఇపుపడు  x = -1 అనుకంటే 
 
 1 – 2 + 3 – 4 + 5 -  +.... = ¼ 
 
ఈ ఫలితం తర్చవాత ఉప్యోగప్డుతుంద. ప్రసుేతానికి ప్కకన పెడదాం. 
 
ఇపుపడు “జీటా ఫంక్షన్” (zeta function) నిా రంగంలోకి దంపుదాం: 
𝜁(s) = 1-s + 2-s + 3-s + 4-s + ...... 
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ద్దనిని రెండు ప్కకలా (2-s) తో గుణిస్తే (ఎందుకని అడగకండి. ఇట్టవంటి గారడీలు కలపన తలంలో 
చేస్త గణితంలో సాధారణమే.  Analytic  continuation, holomorphic functions వంటి 
పెదద పెదద  మాటలు వాడకండా  అసలు  కారణం టూకీగా చెప్పటం కష్ాం.) 
 
(2-s) 𝜁(s) = (2-s) (1-s + 2-s + 3-s + 4-s + ......) 
 
కడిప్కక కండలీకరణాలని వపిపతే, అంటే, చూపించిన గుణకారానిా చేసెస్తే, (ఈ అంచె చెయయడానికి 
బీజగణితం తో కొదదగా ప్రిచయం ఉండాలి) 
 
(2-s) 𝜁(s) = 2-s + 4-s + 6-s + 8-s .....  
 
ఇపుపడు పై సమీకరణానిా 2 చేత మళ్లు గుణించి, వచిున లబాదనిా  𝜁(s) నుండి తీస్తదాదం. అందరికీ 
సుబోధకంగా ఉండడానికి ఈ ప్నిని రెండు అంచెలలో చేదాదం: ముందు 𝜁(s) ని ఈ  దగువ  వధంగా 
రాసి, దాని కింద (2-s) 𝜁(s) ని తిరగ రాదాదం.  
 
𝜁(s) = 1-s + 2-s + 3-s + 4-s + ...... 
     = 1 + 2-s + 3-s + 4-s + ...... 
 
2 (2-s) 𝜁(s) = 2 {2-s + 4-s + 6-s + 8-s ..... } 
 
ఇపుపడు మొదటి సమీకరణం నుండి  రెండవ సమీకరణానిా తీసివేదాదం. 
 
 (1 - 2 (2-s) 𝜁(s))  =  1 + 2-s + 3-s + 4-s + ...... 
                                - 2 {2-s + 4-s + 6-s + 8-s ..... } 
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ఇద పైకి చూడాూనికి గాభరాగా కనిపిస్తేన్నా ఇకకడ గణితప్రంగా చేసిన బ్రహమ వదయ ఏమీ లేదు. 
ముందు, కడి ప్కక 1 వేస్తం. తర్చవాత పైవర్చసలో 2-s ఉంద, కింద వర్చసలో 2-s రెండు సార్చు 
ఋణ సంజఞతో ఉంద. రెండ్డ కలప్గా మిగిలేద ఒక ఋణ సంజఞతో ఉనా 2-s. తర్చవాత పైవర్చసలో 
ఉనా 3-s ని యథాతథంగా దంప్పసుకందాం. ఇలా చేసుకంటూ పోతే మిగిలేద - 
 
 (1 - 2 (2-s) 𝜁(s))  =  1 - 2-s + 3-s - 4-s + ...... 
 
ఇపుపడు  s = -1 అయితే ద్దని వలువ  ఎంత అవుతుందో  లెకక కడదాం. 
 
కడిప్కక: 
 
 1 – 2+1 + 3 +1 - 4+1 + ..... = 1 – 2 + 3 – 4 + 5 ...... 
 
ఎడం ప్కక: 
 
ఇపుపడు s = -1 అయినపుపడు 2-s కాసాే 2+1 అవుతుంద. కనుక ఎడంప్కక (1- (2) (2)) 𝜁(s) = 
- 3 𝜁(s). ఇక ఎడం ప్కక చెయయవలసినదలాు s = -1 అయినపుపడు 𝜁(s) వలువ కూడా కటాడమే. 
 
𝜁(s = -1)  = 1 + 2+1 + 3+1 + 4+1 + ...... 
        = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ........ 
- 3 𝜁(s = -1) = - 3 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ........) 
 
ఎడమ కడి చేరిుతే: 
 
- 3 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ....) = 1 – 2 + 3 – 4 + ...... 
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కాని ఈ కడి ప్కక ఉనా అనంత శ్రేణి వలువ (1/4) అని మొటామొదటే లెకకగటేాం. ఆ వలువ 
ఉప్యోగించి, 
 
- 3 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ....) = ¼ 
 
లేదా 
 
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ....) = - 1/12 
 
ఇందాకటి ఫలితమే వచిుంద. అందరికీ అందుబాట్టలో లేని కొదదపాటి కిుష్ాత ఉనా గణితం వాడేం. 
కనుక ఇపుపడు ఈ ఫలితం నమమడానికి వీలవుతుందా? 
 
మొదటి భాగంలో ఇచిున ఋజువులో లోప్ం ఏద్ద లేదు కానీ ఏదో లోప్ం ఉందేమో అని అనిపిసుేంద. 
ఈ రెండవ భాగంలో ఇచిున ఋజువు మరికొంచెం ప్కడబంద్దగా ఉనాట్టు కనిపిసుేంద.  ఏ ఋజువు 
నచిుతే దానినే తీసుకోండి. గణితంలో ప్రవేశం అతయలపంగా ఉనా వారికి మొదటి ఋజువు చాలు. ఏదో 
వాన్నకాలపు “క్లలుకయలస్” వరక చదువుకనావారికి ఈ రెండవ ఋజువు ప్ని చేసుేంద.  
 
ఇంత ప్రయ్యస ప్డి ఎందుక ఈ  ఋజువులు ఇకకడ చూపించేను? ఒక్ల ఒకక బిందువు, అనగా s = 1 
దగగర, ఈ  ప్రమేయం అనంతం అవుతుంద తప్ప మిగిలిన జంట తలంలో మరెకకడైన్న సరే  𝜁(s) 
వలువ నిరాధరించడం సుసాధయమే అని ఋజువు చెయయడానికి. ఈ  లక్షణం ఉనా ప్రమేయ్యలని 
ఇంగ్లుష్యలో “హోలొమోరిిక్” ప్రమేయ్యలు అంటార్చ; ‘హోలో’ ని  సమసే, అఖిల, సరవ అనినీా, 
‘మోర్టి’  ని రూప్,  సవరూప్, అనినీా తెలిగించవచ్చు.  ఇంతకంట్ట వవరాలు చెపిప వసిగించను.  
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10.4  రీమాన్ ప్రమేయం యొకక శూనయసాాన్నలు (Zeros of Riemann Function) 
 
మిలియను డాలర్చు గెలుచ్చకోడానికి మీ ఋజువు బాణసంచాలతో మిలమిల మెరవాలంటే 
“చంద్రశాఖ్యన్నయయం” లా దారి చూపెడతాను, కాని ఆ దూరం మీతో ప్రయ్యణించే ఓపిక, స్ామత 
న్నలో లేవు. కాసుకోండి!  
 
ఏదైన్న ఒక ప్రమేయ్యనిా, f(x) ని,  ఇచిు దాని శూనయసాాన్నలు లేదా శూన్నయలు (zeros) 
కనుకోకమంటే మనం చెయయవలసిందలాు f(x) = 0 అని రాసి, x ఏ వలువ తీసుకంటే ఈ సమీకరణం 
చెలుుతుందో లెకక కటాాలి. ఆ x వలువలు ఆ సమీకరణానికి శూనయసాాన్నలు అవుతాయి. ఉదాహరణకి 
f(x) = x – 2 అయితే x = 2 అయినపుపడు f(x) = 0 చెలుుతుంద. కనుక x = 2 అనేద f(x) = x 
– 2 = 0 అనే ప్రమేయ్యనికి శూనయసాానం అవుతుంద. మరొక ఉదాహరణగా, f(x) = x3 + 2x2 -
13 x + 10 అయితే x = 1 అయిన్న, x = 2 అయిన్న, x = -5 అయిన్న f(x) = 0 చెలుుతుంద. 
కనుక x = 1, x = 2, x = -5 అనేవ f(x) = x3 + 2x2 -13 x + 10 = 0 అనే ప్రమేయ్యనికి 
శూనయసాాన్నలు  అవుతాయి. ఈ శూనయసాాన్నలనే  శూన్నయలు అనినీా మూలాలు  (roots) అనినీా కూడ 
అంటార్చ. 
 
ఇపుపడు మనకి కావలసినద రీమాన్ నిరవచించిన జీటా ప్రమేయం యొకక శూనయసాాన్నలు.  జీటా 
ప్రమేయ్యనికి s = - 2, - 4, - 6, - 8,..... వగైరాలనీా శూనయసాాన్నలని మనం ఓపికగా  లెకక కటి ా
నిరణయించవచ్చు. అనగా, 𝜁(s = - 2) = 𝜁(s = - 4) = 𝜁(s = - 6) = … = 0. ఇవ మన ప్రసుేత 
అవసరాలకి ప్నికిరావు. కనుక వీటికి “ప్నికిమాలిన” (trivial) శూనయసాాన్నలు అని ప్పర్చ పెటి ా
ప్కకన పెడదాం. మిగిలినవనీా “ప్నికొచేు” శూనయసాాన్నలు. మనకి తెలుసునాంతవరక, ఈ ప్నికొచేు 
శూనయసాాన్నలు అనీా s = ½ + b i అనే రేఖ మీదనే ఉన్నాయి. ఈ రేఖ జంట తలంలో కలపన అక్షానికి  
సమాంతరంగా, నిజ రేఖ మీద 1/2 దూరంలో గ్లసిన గ్లత (బొమమ 10.5 చూడండి).  రీమాన్ 
వయకేప్రచిన శిష్టాభిప్రాయం ఏమిటంటే “ప్నికొచేు” శూనయసాాన్నలనీా s = ½ + bi అనే ఈ  కీలక 
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రేఖ (critical line) మీద తప్ప మరెకకడా ఉండవని. కీలక బద్దద (critical strip) మీద ఉంటే  
సరిపోదు; కీలక రేఖ మీద తప్ప మరెకకడా ఉండకూడదు. ఈ వష్యం  ఋజువు చెయ్యయలి. 
 
 
 

 
బొమమ 10.5  రీమాన్ జీటా ప్రమేయం శూనయసాాన్నలు, కీలక రేఖ, కీలక బద్దద   

 
10.5 ఇకకడ రామానుజన్ కి ఏదైన్న పాత్ర ఉందా? 
రీమాన్ వయకేప్రచిన శిష్టాభిప్రాయనికి ఒక  రకమైన ఋజువుని 1914 లో హారీూ కనుకకన్నార్చ. 
(రామానుజన్ హారీూకి రాసిన మొదటి ఉతేరం 1913 లో అని మరచిపోకండి.) హారీూ  పైన చెపిపన s = 
½ + bi అనే కీలక రేఖ మీద 𝜁(s) కి అనంతమైననిా శూనయసాాన్నలు ఉన్నాయని ఋజువు చేస్తర్చ 
కాని s = 0 + bi నుండి s = 1 + bi వరక ఉనా కీలక బద్దద (critical strip) లో మరే 
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శూనయసాాన్నలు లేవని ఋజువు చెయయలేదు. కనుక హారీూ కనుకకనా ఋజువు అసంపూరణంగా 
ఉండిపోయింద.  
 
రామానుజన్ తో ప్రిచయం అయిన తర్చవాత హారీూ తెలుసుకనాద ఏమిటంటే రీమాన్ సాధంచిన 
ఫలితాలు దరిదాపుగా అనీా రామానుజన్ నోట్ట పుసేకాలలో ఉండడం. రామానుజన్ గుర్చముఖంగా 
ఏద్ద నేర్చుకోలేదు. రామానుజన్ కి అంత వరక గణిత ప్రప్ంచంలో ఏమిటి జరిగిందో తెలియదు. 
అయిన్న సరే రీమాన్ కి తెలిసిన వష్య్యలనీా రామానుజన్ కి తెలిస్త ఉండాలి. కనుక రీమాన్ 
ప్రతిపాదంచిన సమసయ ప్రిష్టకరానికి  కావలసిన  స్ామత రామానుజన్ దగగర ఉండే ఉండాలి. 
అప్పటిక్ల ఈ  సమసయతో కస్తే ప్డుతునా హారీూ ఈ వష్య్యనిా రామానుజన్ తో ముచుటించే ఉండాలి. 
రామానుజన్ కూడ ఈ సమసయ ప్రిష్కరించడానికి ప్రయతాం చేస్తరేమో. కాని ఒకటి మాత్రం నిజం. 
రీమాన్ సమసయని అరధంతరంగా ప్రిష్కరించిన తర్చవాత హారీూ మనోవాయకలతకి లోనై మాత్రలు మింగి 
ఆతమహతయ చేసుకందుకి ప్రయతాం చేస్తర్చ. రామానుజన్ కూడ మనోవాయకలతకి లోనై రైలుబండి 
కింద ప్డి చచిుపోడానికి ప్రయతాం చేస్తర్చ. అదృష్వాశాతుే ఇంజనీర్చ బండికి మారకటా్ట వేసి 
ఆప్గలిగేడు కనుక రామానుజన్ గండం నుండి బయట ప్డాూర్చ. ఈ  రెండ్డ క్లవలం కాకతాళీయం 
కావచ్చు, ఈ  రెండు సంఘటనలకి రీమాన్ సమసయని ప్రిష్కరించడానికి వీరిర్చవుర్చ చేసిన 
ప్రయతాాలకి మధయ ఉనాద బాదరాయణ సంబంధమే కావచ్చు. కాని ఈ సమస్తయ వీరి మతిని 
చలింప్జేసిందని అభిజఞ వరాగలోు అనుకనా వాళ్లు లేకపోలేదు.  
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11. π  – రామానుజన్ స్నేహితురాలు 
 

ఒక వృత్తంలో కంద్రం నుండి పరిధి వరకు ఉండే దూరాన్నే వ్యాసారథం అంటారు. ఈ వ్యాసారథం విలువ 
1 అయితే ఆ వృత్తం వైశాల్ాం విలువ 3.1415926535.... అవుతుంది. ఒక వృత్తం యొకక వ్యాసం 
విలువ 1 అయితే ఆ వృత్తం పరిధి (చుట్టుకొల్త్) కూడ సరిగా్గ ఇంతే ఉంట్టంది. ఈ సంఖ్ా 
గణిత్ంలోనూ, భౌతిక శాస్త్రంలోనూ, ఎన్నే చోట్ల, వృత్తంతో సంబంధం లేన్న చోట్ల కూడ, తారస 
పడుతూ ఉంట్టంది కనుక దీన్నకి ప్రతేాకించి ఒక పేరు (గురుత) కటాయించేరు. దీన్నన్న  గ్రీకు 
భాషలో   పై (π )  అనే అక్షరంతో సూచిసాతరు. కనుక, ఇట్టపైన 
 
π = 3.1415926535... 
 
పైన ఇచిిన సంఖ్ాలో చివర ఉనే మూడు చుకకల్న్న చూడండి. సంప్రదాయికంగ్గ వీటి అరథం 
ఏమిట్ంటే ఎంత్ దూరం వెళ్లలనా ఆ దశాంశ సాథనాల్లో అంకెలు, అవిరామంగ్గ, అలా వసూతనే 
ఉంటాయి. ప్రతేాకించి, ఈ సందరభంలో ఈ అంకెలు ఒక ఆవరతన బాణీ ప్రదరిశంచకుండా వసూత 
ఉంటాయి. లెకకలు చేస్నట్ప్పుడు ఇలాంటి సంఖ్ాల్తో వేగడం కషుం. అందుకన్న పై సంఖ్ాన్న ఏ 
నాలుగవ దశాంశ సాథనంలోన్న ఆపేసి, 3.1416 అన్న రాసి సరిపెట్టుకుంటాం. లేదా 22/7 లాంటి 
భినేంతో సరిపెట్టుకుంటాం. 
 
ఈ π  చాల్ ముఖ్ామైన సంఖ్ా అన్న ప్పరాత్న కాల్ం నుండీ, చాలా దేశాల్లో, తెలుసు. క్రీ. పూ. 1620 
నాటి రిండ్ పపైరస్ లో దీన్న విలువ 28/34 = 3.1605 అన్న చెపుబడి ఉంది. సా. శ. 600 లో 
భారత్దేశంలో బ్రహ్మగుప్పతడు దీన్న విలువ ఉరమరగ్గ 10 = 3.162.... ఉంట్టందన్న ఊహించేడు. 
గుపత సామ్రాజాంలో ఉనే ఆరాభట్టు π ≈ 62832/20000 = 3.1416 అన్న వ్యడి, దాన్నతో భూమి 
చుట్టుకొల్త్ గణన చేస్నడు. కరళకి చెందిన మాధవ (సు. 1350 - 1425) ఈ దిగువ చూపిన 
అనంత్ శ్రేణిన్న ఉపయోగంచి  π విలువన్న 13 దశాంశ సాథనాల్ వరకు న్నరే్దశంచగలిగేడు.  
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π = 4 - 43 + 45 -47 + 49- + .....  
 
సా. శ. 1593 లో ఫ్రంసాా వయీటా (Francios Vieta) π  విలువ కనుకుకందుకి ఈ దిగువ 
చూపిన సమీకరణం ఇచేిడు: 
 
2 = 12 x 12 +1212 x 12 +1 212 +1212  x…... 
 
ఈ సమీకరణంలో గమన్నంచదగా విశేషం ఏమిట్ంటే ఇది అనంత్ “ల్బ”ే శ్రేణి.  
 
జీటా ప్రమేయాన్నే  2 దగరా కాన్న 4 దగార కాన్న విలువ కటిు త్దాారా π విలువ తెలుసుకోవచుి: 
 
(s = 2) = *6 
(s = 4) = ***90 
 
ఆరికమిడీస్ కాల్ం నుండి నేటి వరకు గణిత్ంలో కొదే్ద, గొప్పు ప్రతిభ ఉనే ప్రతి వాక్తత  π  మీద 
పరిశోధన చెయ్ాకుండా విడచిపెట్ులేదు. వ్యరు చేసిన పనుల్న్నే ఇకకడ సమీక్షంచడం నా ఉదేేశం 
కాదు.  
 
అప్పుడప్పుడు π విలువన్న 3.1416 వంటి పరిమిత్మైన ఖ్చిిత్త్తవం (accuracy) ఉనే సంఖ్ాల్తో 
సరిపెట్టుకుంటే మనకి ల్భించే ఫలిత్ంలో ఉండవల్సిన ఖ్చిిత్త్తవం ఉండదు. అప్పుడు తొమిమది 
దశాంశ సాథనాలు వ్యడి 3.14159265 తో సరిపెట్టుకోవచుి. ఈ విశాం ఆకారం ఒక మహా గోళంగ్గ 
ఊహించుకున్న ఈ గోళం చుట్టుకొల్త్ “ద్దష రహిత్ంగ్గ” లెకక కట్ువల్సి వచిినప్పుడు తొమిమది 
దశాంశ సాథనాలు కూడ సరిప్పవు; 39 దశాంశ సాథనాలు వ్యడవల్సి ఉంట్టంది. అప్పుడు మనకి 
ల్భించే ఫలిత్ంలో “ఉదజన్న అణువు వ్యాసం వ్యసి” ద్దషం కంటె త్కుకవ ద్దషం ఉంట్టంది. 
ఇట్టవంటి పరిసిథతుల్లో త్పు - ఎట్టవంటి సందరభంలోనూ - π న్న రాయ్డంలో 50 దశాంశ 
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సాథనాలు మించి వ్యడవల్సిన అవసరం రాదు. కాన్న కల్న య్ంత్రాలు వ్యడుకలోకి వచిిన త్రువ్యత్ π 
విలువన్న 10,000 బిలియ్ను దశాంశ సాథనాలు దాటి  కూడ లెకక కటిు చూస్నరు. ఎందుకుట్? 
 
పై ప్రశేకి ఒకటి కంటె ఎకుకవ సమాధానాలే ఇవా వచుి. ఒకటి, కల్న య్ంత్రాలు, అవి వ్యడే గణన 
పదధతులు (algorithms) ఎంత్ సమరధవంత్ంగ్గ పన్న చేసుతనాేయో తెలుసుకోడాన్నకి π విలువ 
కట్ుడమనేది ఒక అగే పరీక్షలా వ్యడతారు. రండు, π విలువ కట్ుడం లో ఖ్చిిత్త్త్తవం  పెరిగే కొదీే ఆ 
విలువ చేత్ ప్రభావిత్మైన సంఖ్యా గణిత్ం (number theory) లో లోతుకి దిగడాన్నకి సావకాశాలు 
పెరుగుతాయి. మూడు, అన్నేటి కంటె ముఖ్ామైన కారణం – పరిష్కకరం లేకుండా సమశా ఉండిప్పతే 
మానవుడి మేధకి ఒకటే దురద! ఇంత్వరకు ఎవారు అధిరోహించన్న శఖ్రం ఉంటే దాన్నన్న ఎకాకలి 
అనే కోరిక ఉనేటేల, π విలువన్న ఎవారు ఎకుకవ దశాంశ సాథనాల్ వరకు కట్ుగల్రనేది ఒక సవ్యలు! 
అంతే!! 
 
అంతే కాకుండా, ఇంత్వరకు π గురించి మనకి తెలియ్న్న విషయాలు, తెలుసుకోవల్సిన విషయాలు, 
ప్రహేళ్లకలు ఎన్నే ఉనాేయి. ఉదాహ్రణకి పూరణ సంఖ్ాల్ మీద కవల్ం అంకగణిత్ పరికరతలు 
(arithmetic operators) - అనగ్గ కూడికలు, తీసివేత్లు, గుణకారాలు, భాగ్గరాలు, 
వరామూలాలు - మాత్రమే ఉపయోగంచి π విలువ కట్ుడం సాధాం కాదన్న మనకి తెలుసు. అంతే 
కాకుండా, π లో న్నరంత్రాయ్ంగ్గ వచేి అంకెల్లో ఎపుటిక్త ఒక బాణీ అంటూ కన్నపించదన్న 
అనుకుంట్టనాేము కాన్న, ఈ విషయ్ం ఎవారు ఇంత్వరకు ఋజువు చెయ్ాలేదు. (బిలియ్నుల్  పైబడి 
పరిశీలించిన దశాంశ సాథనాల్లో ఇంత్వరకు ఏ రకం బాణీ కన్నపించ లేదు. ఇట్ట పైన కూడ 
అట్టవంటి బాణీ లేకుండా  ఉంట్టందన్న భరోసా ఏదీ?). ఇదివరలో మనవి చేసినట్టల, వృత్తంతో ఏ 
విధమైన సంబంధంలేన్న సందరాభల్లో కూడ π త్రచు తారసపడుతూ ఉంట్టంది. ఉదాహ్రణకి పూరణ 
సంఖ్ాల్లో ఏద్ద ఒక దాన్నన్న య్ధాలాపంగ్గ ఎనుేకున్న ఆ సంఖ్ాయొకక ప్రధాన భాజకాల్లో ప్పనరుకిత 
లేకుండా ఉనే సంఘట్న యొకక సంభావాత్  లెకక కడితే అది 6/π2 అన్న సమాధానం వసుతంది. ఈ 
సందరభంలో π కనబడవల్సిన అవసరం లేదు. కాన్న కనబడింది! ఎందువల్ల? రండునేర సహ్స్రాబాేల్ 
నుండి  π మీద ఆసకిత త్గకాుండా న్నల్వడాన్నకి ఇవి కొన్నే కారణాలు. 
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11.1 రామానుజన్ స్నేహ్వరాంలో π 
 
రామానుజన్ స్నేహితుల్లో π కి ఒక ప్రతేాక సాథనం ఉందనవచుి: π యొకక విలువన్న చాల్ దశాంశ 
సాథనాల్ వరకు దక్షత్తో లెకక కటేు పదధతుల్న్న ఎన్నేటిన్న రామానుజన్ కన్నపెటేురు - కల్న య్ంత్రాల్ 
ఆవిషకరణకి ముందు రోజుల్లో!  ఆ పదధతుల్న్న కల్న య్ంత్రాల్ జోరుతో మేళవించి π విలువ 
బిలియ్నుల్  దశాంశ సాథనాల్ వరకు లెకక కట్ు గలిగే ్థమత్ మనకి ఇప్పుడు వచిింది. 
 
ఉదాహ్రణ 1: 
ఈ దిగువ ఇచిిన అనంత్ శ్రేణి (1/π) విలువన్న  పరిగణన చెయ్ాడాన్నకి బాగ్గ ఉపయోగపడుతుంది.  
 

 
బొమమ 11.1 రామానుజన్ 1914 లో ఇచిిన సూత్రం 

 
ఈ ప్రక్రియ్ చాల్ జోరుగ్గ అభిసరణ చెందుతుంది (converge అవుతుంది). ఎంత్ జోరుగ్గ? 
ఉదాహ్రణకి k = 0 అనుకుంటే ఈ “అనంత్ శ్రేణి” లో ఒక ఒక పదం (term) ఉంట్టంది. దాన్న 
విలువ కడితే – 
 
π = 9801/(2 x 1103 x 2) = 3.14159273001... 
 
దీన్నన్న మొదట్లల ఇచిిన π యొకక అసలు విలువతో ప్పలిితే ద్దషం 0.0000000764235…. 
అవుతుంది కనుక ద్దషం దశాంశ బిందువు త్రువ్యత్ 8 వ సాథనంలో కన్నపి్తంది.  మిగలిన పదాల్న్న 
కూడ చేరిితే ఈ  విలువ ఖ్చిిత్త్తవం ఇంకా పెరుగుతుంది. డేవిడ్ గోసుర్ (David Gosper) 1985 
లో ఈ సూత్రం ఉపయోగంచి π  విలువ 17 మిలియ్ను దశాంశ సాథనాల్ వరకు లెకక కట్ుగలిగేడు. 
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ఈ రకం “సూత్రాలు” రామానుజన్ 17 త్యారు చేస్నరు. ఇత్రులు త్యారు చేసినవి, లేకప్పలేదు. 
కాన్న అవి  పైన చూపిన  సూత్రం అంత్ జోరుగ్గ అభిసరణ (converge) చెందుతూనేట్టల లేవు.   
 
ఉదాహ్రణ 2: 
 
ఈ రండవ ఉదాహ్రణన్న ఆధున్నక కల్న య్ంత్రాల్ దృకుథంతో చూదాేం. ఇకకడ π  విలువ 
గణించడాన్నకి రామానుజన్ ఇచిిన మరొక సూత్రాన్నే పరిశీలిదాేం. ఈ  సూత్రం బొమమ 10.2 లో 
చూపెడుతునాేను.  
 

 
 

బొమమ 11.2 రామానుజన్ π  విలువ  కట్ుడాన్నకి ఇచిిన మరొక సూత్రం  
 
ఉదాహ్రణ 1 లో ఇచిిన సూత్రం అభిసరణ చెందినంత్ జోరుగ్గ ఇది చెందదు. కాన్న ఈ రండవ  
సూత్రాన్నకి కొన్నే విల్క్షణమైన ల్క్షణాలు ఉనాేయి: (1) బొమమ 11.2 లో చూపిసూతనేది కూడ అనంత్ 
శ్రేణే. ఈ శ్రేణిలో కన్నపించే ప్రతి పదంలోనూ 2n వంటి అంశం కన్నపిసూత ఉంట్టంది. కొంచెం గణిత్ 
దృష్టు తో  చూడాలి; కొట్టుచిినట్టల కనబడదు. దీన్న పరావసానం ఏమిట్ంటే ఈ శ్రేణిలోన్న 
పాక్షక  మొతాతల్న్న (partial sums)  దశాంశ నుండి దిాయాంశ (decimal to binary) లోకి 
మారిినప్పుడు ఆ మారుు ద్దషరహిత్ంగ్గ జరుగుతుంది. కంపూాట్రుల పన్నచేస్నది దిాయాంశ 
మాధామంలోనూ, మనం పన్న చేస్నది దశాంశ మాధామంలోనూ  కనుక దశాంశ నుండి దిాయాంశ 
లోకి, దిాయాంశ నుండి దశాంశ లోకి మారినప్పుడలాల కల్నం ద్దషరహిత్ంగ్గ జరగడం వల్ల లాభం 
ఉంట్టంది. అనగ్గ, దశాంశ-దిాయాంశ మారుు జరిగనప్పుడు కల్న ద్దష్కలు జొరబడి లెకక లోన్న 
ఖ్చిిత్త్తవం  పాడు కాదు. (2) త్గనన్నే పదాల్న్న కలిపిన త్రువ్యత్ కొంత్ ఖ్చిిత్త్తవం వసుతంది కదా. 
ఇప్పుడు మరికొన్నే కొత్త పదాల్న్న కలిపి ఆ ఖ్చిిత్త్తవం మరికొంచెం పెంచడాన్నకి ప్రయ్త్ేం 
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చెయ్ావల్సి వస్నత (అంటే, దశాంశ బిందువు త్రువ్యత్ వచేి అంకెల్ పొడుగున్న పెంచవల్సి వస్నత) 
లెకకన్న మొదటి నుండీ తిరిగ చెయ్ాకకర లేకుండా  కొత్త పదం కలిపినప్పుడలాల ఖ్చిిత్త్తవం 6 
దిాంకముల్ (bits) ప్రాపితకి పెరుగుతూ ఉంట్టంది.  
 
ఈ  గొడవ అంతా అరథం అవ్యల్ంటే ఒకక అడుగు వెనకిక  వేసి బొమమ 11.2 లో చూపించిన సూత్రాన్నే 
అరథం చేసుకుందుకి ప్రయ్తిేదాేం. బొమమ 11.2 లో ఉనే మొదటి పదాన్నే పరిభాషలో దిాపద 
గుణాంకం (binomial coefficient) అంటారు. దీన్న విలువ ఉరమరగ్గ లెకక కట్ుడాన్నకి ఈ  దిగువ 
బొమమ 10.3 లో చూపిన సురిలంగ్ సూత్రం (Stirling formula) ఉపయోగసాతరు: 
 

 
 

బొమమ 11.3  సురిలంగ్ సూత్రంతో దిాపద గుణాంకం విలువ ఉరమరగ్గ  
 
ఈ  విలువన్న బొమమ 11.3 లో చూపించిన అనంత్ శ్రేణిలో ప్రతిక్షేపించి, బీజగణిత్ం ఉపయోగంచి 
సూక్ష్మీకరిస్నత (గణిత్ంతో కుస్తత పటేు అల్వ్యట్ట ఉంటే అది ఇకకడ ఉపయోగసుతంది) అనంత్ శ్రేణిలోన్న 
ప్రతి పదమూ ఒక భినేం రూపంలో కనబడుతుంది. (ఈ ప్రయ్త్ేం కాగత్ం, కల్ం తీసుకున్న చేసి 
చూడండి.) అప్పుడు ఆ భినేం లోన్న ల్వం (numerator) 26n వలె ఉంట్టంది, హారం 
(denominator) 2(12n + 4) వలె ఉంట్టంది. ఈ  లెకకంతా చేస్నస్నత  ఈ  భినేం రూపం ఈ  దిగువ 
చూపినట్టల ఉంట్టంది.  
 
26n 2 (12n + 4) = 2 -(6n + 4)  
అనగ్గ n విలువ పెరుగుతునే కొదీే ఈ  పదం విలువ త్రుగుతూ ఉంట్టంది. అంటే శ్రేణి విలువ 
పెరిగప్పకుండా అభిసరణ చెందుతుంది. జరుగుతునే ప్రక్రియ్  ఇంకా సుబోధకం కాడాన్నకి ఈ 
శ్రేణిలోన్న మొదటి మూడు పదాల్న్న  లెకక కటిు బొమమ 11.4 లో  చూప్పతునాేను.  
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బొమమ 11.4 బొమమ 11.2 లోన్న మొదటి మూడు పదాలు  
 
ఈ శ్రేణిలో కవల్ం మొదటి పదాన్నే మాత్రమే తీసుకుంటే  
 
1 = 516 = 0. 3125 లేదా = 3.2 
 
ఇలా రండు ల్గ్గయ్తు మిగలిన పదాల్న్న కతితరించడం వల్ల  కతితరింప్ప ద్దషం (truncation error) 
ఉరమరగ్గ రండవ పదం అంత్ ఉంట్టంది. అనగ్గ 0.0057373 ప్రాపితలో  ఉంట్టంది.  
ఈ శ్రేణిలో కవల్ం మొదటి రండు పదాల్న్న  మాత్రమే తీసుకుంటే  
 
1 = 516 + 37665536= 0. 318237 లేదా = 3.1423 
 
ఇలా మూడు  ల్గ్గయ్తు మిగలిన పదాల్న్న కతితరించడం వల్ల  కతితరింప్ప ద్దషం ఉరమరగ్గ 
మూడవ  పదం అంత్ ఉంట్టంది. అనగ్గ 0.00007161 ప్రాపితలో  ఉంట్టంది.  
 
కుతూహ్ల్ం ఉనేవ్యరు ఈ  దిగువ ఇచిిన ఆధార గ్రంథాల్న్న పరిశీలించగల్రు.  
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సాంకేతిక పదాలకి అర్థలాు  
 

అనాంతాం  infinity  

అపసరణాం  divergence  

అపసరణ శ్రేణి  divergent series 

అపసృత శ్రేణి  divergent series 

అపురూప  unitary 

అవ్యకత ర్థశి  unknown variable  

అనిష్ప సాంఖ్యలు  irrational numbers  

అరుస - అడ్డు వ్రుస  row  

అవ్కలనాం  differentiation 

అవ్ధీకృతాం  bounded 

అవ్ధీకృతమైన మొర్రి  bounded gap 

అసమీకరణాం  inequality 

అాంక శ్రేణి  arithmetic series 

అాంశిక భిన్నాలు  partial fractions  

ఆగ్నాయాం  south-east 

ఆధారాం  base, support  
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ఈశానయాం  north-east  

ఊహా సాంఖ్యలు  imaginary numbers  

ఏకైక  unique  

ఒాంపుల ప్రధాన సాంఖ్య  curved-digit prime 

అాంకగణితాం  arithmetic  

అాంకె  numeral  

అనుక్రమాం  sequence  

కచిక ప్రధాన సాంఖ్య palindrome prime  

కతితరాంపు దోష్ాం  truncation error  

కనిష్ఠ ఊర్వ అవ్ధి  least upper bound 

కరణాం  diagonal, hypotenuse  

కలనగణితాం  calculus  

కలుపుగోలు సాంఖ్యలు  amicable numbers 

కలపన సాంఖ్యలు  imaginary numbers  

కలపన అక్షాం  imaginary axis  

కవ్లలు  twins  

కారణాంకాలు  factors  
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కీలక బద్ద ీ critical strip 

కీలక రేఖ్  critical line 

క్రమ కారణాంకాలు  proper factors  

క్రమ విభాజకాలు  proper divisors 

ఖ్చిితతతవాం  accuracy  

గణన సాంఖ్యలు  counting numbers  

గణాంకశాస్త్రాం  statistics  

గణిత వ్యకీతకరణాం  mathematical expression  

గణిత సమాసాం  mathematical expression  

గుణాంకాం  coefficient  

గుణోతతర శ్రేణి  geometric series 

గుళిక వాదాం   quantum theory 

ఘనాం  cube  

ఘనమూలాం  cuberoot  

ఘనీకరాంచు  raise to the power 3 

చక్రీయ ప్రధాన సాంఖ్య cyclic prime number  

చలనర్థసి  variable  
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జాంట తలాం  complex plane  

జాంట సాంఖ్యలు  complex numbers  

జ్ఞతాులు  cousins 

తరచుదనాం  frequency 

తరకబద్మైన  rational, logical  

దోష్ాం error 

ద్విపద విసతరణ  binomial expansion  

ద్విపద గుణాంకాం  binomial coefficient  

ద్విపద సిదా్ాంతాం  binomial theorem  

ద్వియాంశ  binary  

ద్విాంకము  binary digit, bit  

ధన సాంఖ్యలు  positive numbers  

నిజ అక్షాం  real axis  

నిజ సాంఖ్య  real number  

నిష్పతిత  ratio  

నిష్ప సాంఖ్యలు  rational  numbers  

నైరుతి  south-west  
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పదాం  term 

పనికిమాలిన trivial 

పరకరత  operator 

పరధి  circumference  

పరపూరణ సాంఖ్యలు  perfect numbers  

పరబద్ాం  bounded 

ప్రమేయాం  function  

పాక్షిక మొతతాం  partial sum  

పూరణ సాంఖ్యలు  integers, whole  numbers  

పూర్థణాంకాలు  integers, whole numbers  

పోగుల వాదాం   string theory 

ప్రధాన సాంఖ్యల శిష్టాభిప్రాయాం  Twin Prime Conjecture 

ప్రధాన సాంఖ్యలు  prime numbers  

ప్రధాన సాంఖ్యయ సిదా్ాంతాం  The Prime Number Theorem 

ప్రధాన కారణాంకాలు  prime factors  

బీజాం  alphabetic character, letter   

బీజగణితాం  algebra, math using letters   
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బీజ సమీకరణాం  algebraic equation  

భాగ  degree  

భాగఫలాం   quotient, result of division  

భినాాం  fraction, different  

మాత్రుక  matrix  

ముఖ్య-ముఖీ  one-to-one  

మూల బాందువు  origin  

నవ్జ్ఞగృతయుగాం  renaissance era 

నిరపేక్ష ప్రధాన సాంఖ్యలు absolute prime numbers  

నిరుస - నిలువు వ్రుస  column  

రుణ సాంఖ్యలు  negative numbers  

లబీాం  product, result of multiplication   

లోకోతతర సాంఖ్య  transcendental number  

వ్రగమూలాం  square root  

వ్రుగ రూపాం  quadratic  form  

వాయవ్యాం  north-west  

వాసతవ్ సాంఖ్యలు  real numbers  
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విభకతాం  quotient, result of division  

విభాజకాం  divisor  

వ్యకీతకరణాం  expression  

శూనయసాన్నలు  zeros, roots  

శిష్టాభిప్రాయాం conjecture  

సాంఖ్య  number  

సాంఖ్యయ గణితాం  number theory 

సాంఖ్యయ రేఖ్  number line  

సాంధి సూత్రాలు  composition rules  

సాంవ్రగమానాం  logarithm  

సాంవ్రగమానాం, సధారణ   logarithm to base 10 

సాంవ్రగమానాం, నేపియర్   logarithm to base e  

సాంవ్ృతాం  closure  

సరళ రేఖ్  straight line  

సహజ సాంఖ్యలు  natural numbers  

సాంద్రత  density 

సాంఖ్యాం  science  
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సరిత్రిక వ్రుగ రూపాలు  universal quadratic forms 

హర్థతమక శ్రేణి  harmonic series 
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